
概率论

)()( xXPxF 

 x

X的分布函数

一维随机变量

 

    
 

,

,

F x y

P X x Y y

P X x Y y

   

 

, ,x y

如果对于任意实数

二元 函数

称为二维随机变量 的分布函数, ,X Y 或者称为随机

变量 和 的联合分布函数.YX

定义2  ,X Y设 是二维

随机变量,

知识点回顾

一、二维随机变量的分布函数
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概率论

,),( i jji pyYxXP 
,)( kk pxXP 

k=1,2, …

一维离散型随机变量

X 的分布律

,0kp

 
k

kp 1

k=1,2, …





 ,X Y 可能取的值是  , ,i jx y , 1, 2, ,i j 

, 1, 2,i j 

二、二维离散型随机变量

(1) 0, , 1,2,
ij
p i j非负性

1(2)
1 1


 



 

i j

i jp正则性

),( jiij yYxXPp  的求法

⑴利用古典概型直接求；

⑵利用乘法公式 .xXyYPxXPp ijii j )()( 
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概率论

连续型

一维随机变量X

X的概率密度函数

三、二维连续型随机变量

则称 (X,Y) 是连续型的二维随

机变量 ,函数 f(x,y) 称为二维

（X,Y )的概率密度 ,随机变量

称为随机变量 X 和 Y 的联合概
率密度.

或

定义 对于二维随机变（X,Y）

的分布函数F(x,y) 如果

对于任意 x,y , 有

使存在非负的函数f(x,y),

- -
F( , ) f(u,v)dudv

 
  

y x

x y

-
F( ) f(t)dt,  

- <x<+




 


x

x

-

f ( ) 0

f(x)dx=1








x
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概率论

（4）在 f (x,y)的连续点 ,

二维连续型随机变量 (X,Y) 的概率密度具有性质

2 ( , )
f ( , )




 

F x y
x y

x y

+ +

- -
(2) f(x,y)dxdy 1

 

 
 

f ( , ) 0（1） x y

(3)  设G是xoy平面上的区域，则有

 
G

P ( , ) G f ( , )  x y x y dxdy

../../../概率统计和随机过程_海外教育学院/概率论与数理统计主界面.PPT#5. 幻灯片 5


概率论

   XF x P X x 

       , ,YF y P Y y P X Y y F y       

四、边缘分布

 ,P X x Y     ,F x 

则 (X,Y) 关于X 的边缘分布律为

(X,Y) 的联合分布律为 ,2,1,,),(  jipyYxXP ijji

 
1 1

,i j ij

j j

P X x Y y p
 

 

      ixXP

(X,Y)  关于 Y 的边缘分布律为

  jyYP   j

i

ijji

i

ppyYxXP .

11

, 










 1,2 ,j 

i=1,2,…
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概率论

对连续型 r.v ( X,Y ) ，

X 和Y 的联合概率密度为 f(x,y)

则 ( X,Y ) 关于 X 的边缘概率密度为

X
-

f (x)= ( , ) , ( )



    f x y dy x

( X,Y )关于Y 的边缘概率密度为

f ( ) ( , )



 Y y f x y dx  y   
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概率论
例1:  设 (X,Y) 的密度函数为

其它

求关于X的边缘密度函数

24

解:  当 x<0 或x>1时

当 时

于是，我们得到关于X的边缘密度为

其它
0 1

2

y=2(1-x)
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概率论二维均匀分布

设D是平面上的有界区域，其面积为 S(D)，若二

维随机变量(X,Y) 的密度函数为











0

),(
)(

1

),(
Dyx

DSyxf

其它

则称 (X,Y) 在D上服从二维均匀分布。

25

设例2:

求出X与Y的边缘分布密度

解: 由均匀分布定义

其它
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概率论

y

0 1 x

(1) 当 或 时,                    

于是

26

(2) 当 时, 只有 时, 

于是

其它

同理, 可求出Y的边缘分布

其它
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概率论

若r.v.( X ,Y ) 的联合密度函数为

    y,x

则称( X ,Y ) 服从参数为1, 2,1
2, 2

2,的正态分布, 

记作( X ,Y ) ~ N(1, 2, 1
2, 2

2, )

其中 -∞<           <∞, 1,2  >0,  -1<  < 1 .

二维正态分布











 










2
2

2
2

21

21

2
1

2
1

2

)())((
2

)(

)1(2

1
















yyxx

ex , yf( ) 

21  ,

2

1 2

1

2 1  
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概率论

二维正态分布图
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概率论
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概率论

二维正态分布剖面图
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例 3  试求二维正态随机变量的边缘概率密度.

   ,
X

f x f x y dy



 解

2

2 1 2

2

2 1 2

( ) ( )( )
2

y μ x μ y μ
ρ

σ σ σ

  


2
2

22 1 1

1

2 1 1

( )y μ x μ x μ
ρ ρ

σ σ σ

   
   
 

因为

所以

   

2
2 2 1

1
22 2 1

1

1( )

2 12

2

1 2

1

2 1

y μ x μx μ ρ
σ σρσ

X
f x e e dy

πσ σ ρ

         









2 1

2
2 1

1
,

1

y μ x μ
t ρ

σ σρ

  
  

  
令 则有

 

2
2

1
2
1

( )

2 2

1

1

2

x μ t

σ

X
f x e e dt

πσ


  


 

   

2
2 2 1

1
22 2 1

1

1( )

2 12

2

1 2

1

2 1

y μ x μx μ ρ
σ σρσ

X
f x e e dy

πσ σ ρ

         







2
1
2
1

( )

2

1

1
2

2

x μ

σ
e π

πσ




 

2
1
2
1

( )

2

1

1

2

x μ

σ
e

πσ




  x   



二维正态分布的两个边缘分布都是一维正态分布 ,

并且不依赖于参数 .ρ

同理

 

2
2
2
2

( )

2

2

1

2

y μ

σ

Y
f y e

πσ




  y   

可见

也就是说,对于给定的 不同的 对应
1 2 1 2
, , , ,μ μ σ σ ρ

不同的二维正态分布,但它们的边缘分布却都是一样的.



练习：设 ሻX ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜎1
2ሻ, 𝑌 ∼ 𝑁(𝜇2, 𝜎2

2

那么X和Y的联合分布为（ ）

A. 二维正态分布,且 0=

B. 二维正态分布,且 不定

C.未必是二维正态分布

D. 以上都不对



例 4  设二维随机变量(X,Y)的概率密度函数为

解
2 2

x

2
1

(1 sin sin )
2

y

e x y
π

dy








 

f( , )x y 
2 2x

2
1

(1 sin sin ), ,
2

y

e x y x y R





 

求 两个边缘密度。

   ,
X

f x f x y dy



 

2 2
x

2 2
1

2

y

de ye
π

 


 

2

2
1

2

x

e
π





同理可得

   ,
Y

f y f x y dx



 

2

2
1

2

y

e
π







概率论

本节主要内容

一、两个随机变量相互独立的定义

二、随机变量的相互独立的充要条件

§3.4 相互独立的随机变量
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概率论

两事件 A , B 独立的定义是：若P(AB)=P(A)P(B)

则称事件 A , B 独立 .

设 X,Y是两个r.v，若对任意的x,y,有

)()(),( yYPxXPyYxXP 

则称 X 和 Y 相互独立 .

一、随机变量相互独立的定义

)()(),( yFxFyxF YX

设 X,Y是两个r.v，若对任意的x,y,有

则称 X 和 Y 相互独立 .
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概率论

若 (X,Y)是离散型 r.v ，则上述独立性的

定义可改为：

)()(),( jiji yYPxXPyYxXP 

则称 X 和Y 相互独立.

若对(X,Y)的所有可能取值 (xi, yj),  都有

1、离散型随机变量独立的判定

二、随机变量独立的判定
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概率论

X 和 Y 相互独立


逆否命题

X 和 Y 不相互独立

( , ) ( ) ( )i j i jP X x Y y P X x P Y y    

对(X,Y)的所有可能取值(xi, yj),有

ij . .p i jp p即

存在(X,Y)的某个可能取值(xi0, yj0),

0 0 0 0. . ( , ) ( ) ( )i j i js t P X x Y y P X x P Y y    
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概率论
例1:  判断所给 (X,Y) 的分布律的二维离散型随机变量

(X,Y) 的独立性。

XY

4

1

8

1

1 2 3 4

4

3

2

1 12

1

16

1

8

1
12

1

16

1

16

1

16

1
12

1

0

0

0

0

0 0

ip

jp

4

1
1 p

4

1
2 p

4

1
3 p

4

1
4 p

48

13
2 p

48

25
1 p

48

7
3 p

48

3
4 p

1

3
故X，Y不独立。
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概率论

 ,

例2:设X与Y是相互独立的随机变量， 已知

的联合分布律，求其余未知的概率值。X Y

0 1 2 ( )

1 0.01 0.2

2 0.03

( )

X Y P X i

P Y j



 0.04

0.250.04

0.8

0.6 0.12
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概率论

X Y( x, y) f (x)f (y)f 

则称 X 和 Y 相互独立 .

上述独立性的定义等价于：若对任意的 x, y,  有

( , ) ( ) ( )X YF x y F x F y 

     f ,
   

   
y x y x

X Yu v dudv f u f v dudv

若 (X,Y)是连续型r.v

几乎处处成立，

2、连续型随机变量独立的判定
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概率论

f ( , ) ( ) ( ) X Yx y f x f y

几乎处处成立

X 和 Y 相互独立



D {( , ) | f ( , ) ( ) ( )}

S( ) 0.

 



即若 ，

     则

X Yx y x y f x f y

D

逆否命题

f ( , ) ( ) ( ) 当(x,y) D时， X Yx y f x f y

X 和 Y 不相互独立 D存 在 面 积 不 为 0的 区 域  ，

连续型随机变量独立的判定条件


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概率论
例3 设(X,Y)的概率密度为



 




其它,0

0,0,
),(

)(
yxxe

yxf

yx

问X和Y是否独立？

解 



0

)()( dyxexf
yx

X





0

)()( dxxeyf
yx

Y

,x
xe



,y
e


x>0  

y >0

即


 




其它,0

0,
)(

xxe
xf

x

X



 




其它,0

0,
)(

ye
yf

y

Y

)()(),( yfxfyxf YX对一切 x, y,  均有：

故 X , Y  独立 .
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概率论

例4.  若(X,Y)的概率密度为



 


其它,

y,yx,
)y,x(f

0

1002

情况又怎样？

解: ),1(22)(
1

xdyxf
x

X  

 
y

Y ydxyf
0

,22)(

0<x<1 

0<y<1  

由于存在面积不为0的区域，

)()(),( yfxfyxf YX

故 X 和 Y 不独立 .  
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概率论

例5:  已知
其它

试判断X，Y 的独立性

解:  求

当 0<x<1 时

其它
x

y

0

1

6

故

其它
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概率论
当 时

时当 其它

所以

其它
x

y

0

1

7

时当

故X 和Y 不独立。
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概率论   ,

                    0        
                                      

 

例6 证明：对于二维正态随机变量 ，

  与 相互独 立的充要条件是参数       

X

X

Y

Y

 ,X Y证：因为 的概率密度为：

2

1 2

2 2

1 1 2 2

2 2 2
1 21 2

1( , )
2 1

( ) ( )( ) ( )1 2
2(1 )

f x y

x x y y
exp

  

   


   




          
   

其边缘概率密度的乘积为：

2 2

1 2

2 2
1 2 1 2

( ) ( )1 1 ( ) ( )
2 2X Y

x y
f x f y exp

 

   

    
    

   
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概率论

,

( , ), ( ), ( )X Y

X Y

f x y f x f y

反之，若 相互独立，

由于 都是连续函数，

0 , ( , ) ( ) ( )X Yx y f x y f x f y  如果 ，则对于所有 ，有

,X Y即 相互独立。

, ( , ) ( ) ( )X Yx y f x y f x f y故对于所有的 ，有

1 2 1 2( , ) ( ) ( )  ,X Yf f f   特别的有

2
1 2

1 2

1 1
22 1    




即 0 

" "

" "
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