
概率论
知识点回顾

一、两个随机变量相互独立的定义

设 X,Y是两个r.v，若对任意的x,y,有

)()(),( yYPxXPyYxXP 

则称 X 和 Y 相互独立 .

)()(),( yFxFyxF YX

设 X,Y是两个r.v，若对任意的x,y,有

则称 X 和 Y 相互独立 .
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概率论

X 和 Y 相互独立


逆否命题

X 和 Y 不相互独立

( , ) ( ) ( )i j i jP X x Y y P X x P Y y    

对(X,Y)的所有可能取值(xi, yj),有

ij . .p i jp p即

存在(X,Y)的某个可能取值(xi0, yj0),

0 0 0 0. . ( , ) ( ) ( )i j i js t P X x Y y P X x P Y y    

二、随机变量的相互独立的充要条件

离散型随机变量独立的判定条件
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概率论

f ( , ) ( ) ( ) X Yx y f x f y

几乎处处成立

X 和 Y 相互独立



D {( , ) | f ( , ) ( ) ( )}

S( ) 0.

 



即若 ，

     则

X Yx y x y f x f y

D

逆否命题

f ( , ) ( ) ( ) 当(x,y) D时， X Yx y f x f y

X 和 Y 不相互独立 D存 在 面 积 不 为 0的 区 域  ，

连续型随机变量独立的判定条件


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概率论

体重X的分布 身高Y 的分布

§3.3  条件分布

若限制Y=1.7(米), 在这个条件下去求X的条

件分布.
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概率论

,2,1,,),(  jipyYxXP ijji

设二维离散型r.v.( X ,Y )的联合分布列

若 0)(
1

 






i

ijjj pyYPp

则称

i j ij

j j

P X x , Y y p

P Y y p

( )

( ) 

 
 



为在 Y = yj 的条件下, X的条件分布列.
,,i 21

i jP X x Y y( ) 

1、二维离散 r.v.的条件分布

定义1

i| jp
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概率论

若 ,pxXPp
j

ijii 0)(
1

 






则称

为在 X= xi 的条件下Y的条件分布列.
1, 2,j 

类似乘法公式

)()(),( ijiji xXyYPxXPyYxXP 

)()( jij yYxXPyYP 
或

,2,1, ji

( , )

( ) 

 




i j ij

j|i

i i

P X x Y y p
p

P X x p
( )= j iP Y y X x
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概率论
类似于全概率公式

),()(
11











j

ji
j

iji yYxXPpxXP

)()(
1

j
j

ji yYPyYxXP 




,2,1i

类似于Bayes公式

1

( ) ( | )
( | ) j i j

j i

ij
j

P Y y P X x Y y
P Y y X x

p
,2,1j
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概率论

例1

.XnYX

.P~Y,X~PYX

的条件分布的条件下在已知

求独立，且与设



)()( 21 

若 X 和 Y 相互独立,它们分别服从参数为

的泊松分布, Z=X+Y  服从参数为
1 2
,λ λ

1 2
λ λ 的泊松分布.

0

( k) ( , )
k

i

P Z P X i Y k i


    
于是

i = 0 , 1 , 2 , …

j = 0 , 1 , 2 , …

11( )
!

i

P X i e
i

 
 

22( )
!

j

P Y j e
j

 
 
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概率论

0

( k) ( , )
k

i

P Z P X i Y k i


    

1 2

i k -ik
- -1 2

0

e e
i! (k - i)!i

  



 

1 2( )
i k -i

1 2

0 i!(k - i)!

k!

k !

k

i

e
 

 
 



 

1 2( )

1 2( ) ,
k !

ke
 

 
 

  k= 0 , 1 , …

Z=X + Y ~ P(1+ 2)
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概率论
( , )

( k|X+Y=n)
( )

  
 

 

P X k X Y n
P X

P X Y n

1 2

1 2

k n-k
- -1 2

-( )1 2

e . e
k! (n - k)!

( )
e

n!

 

 

 

  


 n

( ) ( )

( )

  


 

P X k P Y n k

P X Y n

k n-k

1 2

1 2

n!

k!(n - k)! ( )

 

 


 n

1 2

1 2 1 2

 

   



   
    

    

k n k

k

nC k= 0 , 1 , …n
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概率论

i i

j j

i j i| j

x x x x

F x | y P(X x | Y y )

P X x | Y y p ,

( )=

( )
 

 

    

给定 Y = yj 的条件下X的条件分布函数为定义2

二维离散 r.v.的条件分布函数

j j

i i

j i j|i

y y y y

F y | x Y y | X x

P Y y | X x p

( )=P( )

( )
 

 

    

给定 X= xi 的条件下Y的条件分布函数为
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概率论

因为 ,考虑

2、二维连续 r.v.的条件分布和条件密度
当(X,Y)连续时, 条件分布 ),( yYxXP 

0)(  yYP

的极限当 0)(  yyyYyxXP 

)( yyYyxXP 可知

)()(

)()(

yFyyF

y,xFyy,xF

YY 








 
  yyFyyF

yy,xFyy,xF

YY 



)()(

)()(






则设 0y

)(

)(

yyYyP

yyYy,xXP










x

y

y

y
+ y
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概率论

dy

ydF

y

yxF

Y )(

),(







x

Y

u, y du

f y

f( )

( )




)(
def.

yYxXP 

 
  yyFyyF

yy,xFyy,xF
lim

YY
y 



 )()(

)()(

0 





Y

x, y

f y 0,

f( )

( ) 

连续

连续
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概率论

若 fY (y) > 0,  则称

为给定Y = y 的条件下X 的条件分布函数.

( )
X Y

F x y定义3
x

Y

u, y
du

f y

f( )

( )
 

称

为给定Y = y 的条件下X 的条件概率密度函数.

X Y
f x y( )

Y

x, y

f y

f( )

( )


类似地,  称
y

X

x, v
dv

f x

f( )

( )
 

为给定X = x 的条件下Y 的条件分布函数; 

( )
Y X

F y x

为给定X = x 的条件下Y 的条件概率密度函数.

Y X
f y x( )称

X

x, y

f x

f( )

( )

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概率论
注意

y是常数, 对每一 pY (y) >0 的 y 处, 只要
符合定义的条件, 都能定义相应的函数.

),( xyF
XY 相仿论述.

X XY X
x, y f x y x f x 0f( ) ( )f ( ) ( ) 

Y YX Y
f y x y f y 0( )f ( ) ( ) 

),( yxF
YX 仅是 x 的函数,

类似于乘法公式：

X Y
f x y( )

Y X
f y x( )
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概率论
类似于全概率公式

X YX Y
f x x, y dy f x y y dy( ) f( ) ( )f ( )

 

 
  

Y XY X
f y x, y dx f y x x dx( ) f( ) ( )f ( )

 

 
  

类似于Bayes公式

Y

x, y

f y

f( )

( )
X Y

f x y( ) XY X

XY X

f y x x

f y x x dx

( )f ( )

( )f ( )








X

x, y

f x

f( )

( )
Y X

f y x( ) YX Y

YX Y

f x y y

f x y y dy

( )f ( )

( )f ( )







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概率论
例2 已知(X,Y )服从圆域 x2 + y2  r2 上的均匀分
布,求

r

解 2 2 2

2

1
, x y r

f x, y r

0, 其他

( ) 


 

 



Xf x x, y dy( ) f( )



 

rxr,dy
r

xr

xr






22

22 2

1



22 xr 


22 xr 


x













其他,

rxr,
r

xr

0

2
2

22



-r

其他,0
=

X Y Y X
f x y , f y x( ) ( )

2 2

2
Y

2 r y
, r y r

f y r

0,

( ) 

 
   

 



同理

其他
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概率论

Y

x, y

f y

f( )

( )
X Y

f x y( )

当 – r < y < r 时，












其他,

yrxyr,
yr

0

2

1 2222

22

22 yr 
 

22 yr 

y

— 这里 y 是常数，当Y = y 时，

 2222 ,~ yryrUX 

../../课件--概率论与数理统计/概率论与数理统计主界面.PPT#5. 幻灯片 5


概率论

X

x, y

f x

f( )

( )


Y X
f y x( )

当 – r < x < r 时，












其他,

xryxr,
xr

0
2

1 2222

22

— 这里 x 是常数，当X = x 时，

 2222
xr,xrU~Y 

22 xr 


22 xr 


x
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概率论

例3 已知

求

解
X Y

f x y( )
Y

x, y

f y

f( )

( )








 

















 













2

2

2

2

2

2

2

2

2

21

21

2

1

2

1

22

21

2

)(

2

1

)())((
2

)(

)1(2

1

12

1






















y
exp

yyxx
exp































2

2

2

1
122

1
2

1

)()(
)1(2

1

12

1








yxexp

X Y
f x y( )

  ,,,,N~Y,X
2

2

2

121)(
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概率论

同理，































2

2

2

1
122

1
2

1

))((
)1(2

1

12

1








yxexp











 )1()(

22

12

2

1
1 




 ,yN









 )1()(

22

21

1

2
2 




 ,xN

( )
XY
f x y

f ( )
Y X
y x

../../课件--概率论与数理统计/概率论与数理统计主界面.PPT#5. 幻灯片 5


概率论

例4 已知

求

解 f ( )
X
x

  ,,N~X
2

1  2

2,xN~xX|Y 

( )
Y
f y







 


2

1

2

1
2

)(

2

1







x
exp

f( | )y x






 


2

2

2

2
2

)(

2

1



xy
exp

( )
Y
f y ( )f( )

X
f x y | x dx

 2

2

2

1  ,N~Y
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概率论

§3.5 两个随机变量的函数的分布

多维离散 R.V 函数的分布

多维连续 R.V 函数的分布——分布函数法

M=max(X,Y)及N=min(X,Y) 的分布

的分布Z X Y 
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概率论

已知n维r.v.                           的概率分布，

为已知的n元函数, 

转化为 的事件

问题

方法

求 的概率分布

)( 21 nX,,X,X 

)( 21 n,x,,xxg 

)( 21 nX,,X,XgZ 

)( 21 nX,,X,X 
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概率论

当随机变量 X, Y 的联合分布已知时，

如何求出它们的函数

Z = g ( X, Y )   

的分布?

方法 将与Z 有关的事件转化成与( X, Y)有
关 的事件
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概率论

设随机变量 (X,Y) 的分布列为

i j( ,Y ) , , 1, 2 ,i jP X x y p i j   

由已知函数 g( x,y)可求出随机变量 Z 的

所有可能取值，则 Z 的概率分布为

k

, : ( , )

(Z z ) , 1, 2,
i j k

ij

i j g x y z

P p k


  

一. 离散型随机变量函数的分布
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概率论
例1 设二维 r.v. ( X,Y )的概率分布为

X
Y

-1          1            2

-1

0
41

41

61

81

81

121

求

的概率分布

XYZ 3

XYZ 2

YXZ 1

}max{4 Y,XZ 

解
P

YXZ 1

)( Y,X

XYZ 2

XYZ 3

}max{4 Y,XZ 

1          0         -1         0        -2         0

(-1,-1)  (-1,0)  (1,-1)   (1,0)    (2,-1)   (2,0) 

1          0         -1         0      -1/2        0

-1          0         1          1         2         2

41 41 61 81 81 121

-2         -1         0          1         1         2
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概率论故得

P

X+Y -2      -1        0       1       2

41 41 4161 121

P

X Y -2        -1       0        1 

61 4181 2411

P

Y /X -1      -1/2      0        1

4181 241161

-1         0          1        2

41 247

},max{ YX

41 425P

../../../课件--概率论与数理统计/概率论与数理统计主界面.PPT#5. 幻灯片 5


概率论

例2 若 X、Y 独立，P(X=k)=ak , k=0 , 1 , 2 ,…, 

P(Y=k)=bk , k=0,1,2,… ,  求 Z=X+Y 的分布列.

解 ( k ) ( )P Z P X Y k   

k

0

( ) ( )
i

P X i P Y k i


   

=a0bk+a1bk-1+…+akb0

k

0

( , k )
i

P X i Y i


   

由独立性 k=0,1,2, …

../../课件--概率论与数理统计/概率论与数理统计主界面.PPT#5. 幻灯片 5


概率论

解 依题意

0

( k ) ( , )
k

i

P Z P X i Y k i


    

例3 若 X 和 Y 相互独立,它们分别服从参数为

的泊松分布, 证明Z=X+Y服从参数为

于是

i = 0 , 1 , 2 , …

j = 0 , 1 , 2 , …

11( )
!

i

P X i e
i

 
 

22( )
!

j

P Y j e
j

 
 

1 2
,λ λ

1 2
λ λ 的泊松分布.
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概率论

0

( k ) ( , )
k

i

P Z P X i Y k i


    

1 2

i k -ik
- -1 2

0

e e
i! (k - i)!i

  



 

1 2( )
i k -i

1 2

0 i!(k - i)!

k!

k !

k

i

e
 

 
 



 

1 2( )

1 2( ) ,
k !

ke
 

 
 

  k= 0 , 1 , …

Z=X + Y ~ P(1+ 2)
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概率论

设 X ~b (n1, p), Y ~b (n2, p), 且独立，

具有可加性的两个离散分布

 设 X ~ P (1), Y ~ P (2), 且独立，

则 X + Y ~ b ( n1+n2, p)

则 X + Y ~ P(1+ 2)
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概率论

设X ~ b(n,p), Y ~ b(m,p), 且X与Y 独立，则

Z = X + Y 的可能取值为 0,1,2, , n+m





k

i

ikY,iXPkZP
0

)()(

关于二项分布可加性的证明





k

i

ikYPiXP
0

)()(

是不可能事件；时，当 }{ iXni 

是不可 能事件；时，当 }{ ikYmik 

nimk 考虑

}min{}max{0, n,kb,mka 记
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概率论

)(
)-(1)-(1

ikm-ikn-ii
b

ai

pp
ik

m
pp

i

n











































 





ik

m

i

n
pp

b

ai

m-knk
)-(1

}min{}max{0, n,kb,mka 记





b

ai

ikYPiXPkZP )()()(








 





















 k

mn

ik

m

i

nb

ai








 
 m-knk

pp
k

m
)-(1

n

)( m ,pnb~YXZ 
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概率论

)( 2121 ,pnnnb~XXXZ kk  则

)( 11 ,pnb~X推广 )( 22 ,pnb~X )( ,pnb~X kk


特别当 时121  knnn 

)(21 k,pb~XXXZ k 则
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概率论

二. 连续型随机变量函数的分布

1.  分布函数法

Z
X ,Y ) ~ ( , ) , ( , ) , ( )（ 求f x y Z g X Y f z

Z
( ) ( ) ( ( , ) )F z P Z z P g X Y z   

g ( , )

( , )
x y z

f x y dxdy


 
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概率论

解：由题意

例4:  设X、Y相互独立，且都服从相同的分布 N(0,1)，

求 的分布密度

21

(X,Y)的联合分布密度为
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概率论

由分布函数定义

当 时

22

当 z >0 时，有

求导即得

称之为瑞利(Ray Leigh)分布
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概率论
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