
§4.1   随机变量的数学期望

在随机变量的研究中，常常需要去研究某些与随

机变量有关的，能反映随机变量重要特征的

“数”，我们把这种“数”称作随机变量的数字

特征。

这些数字特征中最常用的是数学期望、方差、协方差

和相关系数等.



一、数学期望的概念

（分赌本问题）17世纪中叶，一位赌徒向法

国数学家帕斯卡提出一个使他苦恼长久的分赌
本问题：甲乙两赌徒赌技不相上下，各出赌注
50法郎，每局中无平局。他们约定，谁先赢三
局，则得全部赌本100法郎。当甲赢了两局、
乙赢了一局时，因故要中止赌博。现问这100

法郎如何分才算公平？

帕斯卡提出的分法：设想再赌下去，则甲最终
所得X是一个随机变量，其可能取值为0或100。



再赌两局必可结束，结果可能为

甲甲 、甲乙、乙甲、乙乙

只有“乙乙”这种情况下甲获0法郎

X 0          100

P 0.25 0.75

甲的“期望”所得应为：

0*0.25+100*0.75=75(法郎)



定义1：设离散型随机变量X的分布律为

若级数 绝对收敛，则称 为

随机变量X的数学期望，简称期望或均值，
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(1)  X是随机变量，而期望 E(X) 是一个

实数，它由概率分布唯一确定；

(2) E(X) 可以看作是一种“加权平均值”

(3) 要求级数 绝对收敛，保证了

级数的和不随级数各项次序的改变而改变；
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(4) 并非所有随机变量的期望都存在。
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1.  二项分布 设

常见分布的期望
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3、泊松分布

X服从参数为 的泊松分布，其分布律为：

2.两点分布

设X服从参数为 的两点分布，其分布律为



到站时刻
8:10        8:30        8:50

9:10        9:30        9:50

概率 1/6          3/6          2/6

一旅客8:20到车站,求他候车时间的数学期望.

例1   按规定,某车站每天8:00~9:00,9:00~10:00

都恰有一辆客车到站,但到站时刻是随机的,且两者

到站的时间相互独立。其规律为：



其分布率为以分计为解：设旅客的候车时间 ),(X
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上表中例如

的数学期望为候车时间到站

第二班车为事件到站第一班车为事件其中
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例2: 在一个人数很多(N)的团体中普查肝炎病毒,若每

个人的血样分别化验, 则一个人耗费一份化验费 ,需验

N次. 现采用以下改进方案:

先将每个人的血样各取出一部分,按 k 个人一组进行

分组，即把 k 个人的血混在一起检验。

(1)   如呈阴性反应，说明 k 个人的血都呈阴性反应

，这样这 k 个人的血就只需验一次；

(2) 若呈阳性，则再对这k 个人的血液分别化验，这

样， k 个人的血共化验了k+1 次，

数学期望的应用



假设每个人化验呈阳性的概率 p ，且这些人试验反应

相互独立，试说明当 p 较小时，选取适当的 k ，按改

进方案可以减少化验次数，并说明 k 取什么值时最适宜。

解：各人的血呈阴性反应的概率为

k
q

k
q1

故 k个人混合血呈阴性反应的概率为

k个人混合血呈阳性反应的概率为

pq  1

设以 k 个人为一组时，组内每人化验次数为X，则X

是一个随机变量其分布律为：



X

X的数学期望为：
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N个人平均需化验的次数为：

由此可知，只要选择 k ，使

则N个人平均需化验次数 < N
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小于1且取到最小值，

这时，就能得到最好的分组方法。

当 p 固定时，我们选取 k 使得



例如 p=0.1 则 q=0.9 当 k=4 时，

取得最小值，此时，

得到最好的分组方法。

若 N=1000，此时以 k=4  分组

则按第二方平均只需化验

次

这样平均起来，可以减少40%的工作量



定义2.设连续型随机变量 X  的概率密度为 f(x) ,    

若积分 绝对收敛 ,则称积分

的值为随机变量 X  的数学期望。记为 E(X) 

即 ( ) f ( )

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二、连续型随机变量的数学期望

注意 不是所有的 r.v.都有数学期望



例如：柯西(Cauchy)分布的密度函数为
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4、均匀分布

设
其它

常见分布的期望

5. 指数分布

设X服从参数为 (     >0 为常数)的指数分布

其它



6.  正态分布 设

令



三、随机变量函数的数学期望

1. 问题的提出：

设已知随机变量X 的分布，我们需要

计算的不是X 的期望，而是X 的某个函数

的期望，比如说g(X )的期望. 那么应该如

何计算呢？



例3 已知随机变量的分布列如下

-2          -1         0          1           2

P 0.2        0.2       0.1      0.2        0.3

P 0.2        0.2       0.1       0.2        0.3
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设离散 r.v. X 的概率分布为
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设连续 r.v. X的密度函数为f (x)

g x x dx( )f( )
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若广义积分

r.v.X函数 Y = g(X ) 的数学期望定理1



例4: 假定国际市场每年对我国某种商品的需求量是一个

随机变量 X (单位:吨), 它服从 U[2000,4000] 的均匀分布. 

已知每售出一吨该商品就可赚得外汇 3万美元, 但若销

售不出, 则每吨需仓储费用 1万美元, 那么，外贸部门每

年应组织多少货源才能使收益最大？

解：以 k记为组的货源数量，收益是 X 的函数，

且也是一个随机变量，记为 Y ，则
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显然在 k=3500 时达到最大值，因此外贸部门应

组织3500吨该种商品。



四、二维随机变量函数的数学期望

设随机变量 (X,Y) 的函数 Z=g(X,Y)

(1)  当 (X,Y) 是离散型随机变量时

则

(2)当 (X,Y)是连续型随机变量时，联合密度函数

为 f (x , y) ，则



五、二维随机变量的数学期望

设二维R.V(X，Y) ，联合分布已知 ,E(X),E(Y)都

存在，则(X，Y) 的数学期望定义( E(X),E(Y))。

1)  (X，Y)为离散型随机变量，则

2)  (X，Y)为连续型随机变量，则



其它

例5: 已知 (X，Y) 的联合密度为

求 E(X) , E(Y) ,
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例6: 设X，Y相互独立，同分布都服从 ，

求 的期望。
解:

则
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六、数学期望的性质

1) ，其中 c 是常数ccE )(

2) ， c 为常数，X为随机变量)()( XcEcXE 

3) 设X，Y是任意两个随机变量，则

)()()( YEXEYXE 

推论：设 是n个任意的随机变量，

都存在，则
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推论：设 是n个相互独立的随机变量，

都存在，
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注意:反过来不一定成立.
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4)  设X，Y为两相互独立的随机变量，

)(),( YEXE 都存在，
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则


