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三、切比雪夫不等式
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§3.4   多维随机变量的特征数

1、协方差

3、随机向量的期望和协方差矩阵

2、相关系数



由方差的性质

如果X与Y独立，则

这意味着

时，X与Y必不独立当

问题 对于二维 r.v. (X ,Y ):

已知联合分布 边际分布

一、 协方差



对于二维随机变量(X,Y), 如果

存在，则称它为X与Y的协方差，记为

)]}()][({[ YEYXEXE 

),( YXC o v

即:  
),( YXC o v ) ] }() ] [({ [ YEYXEXE 

1、 协方差的定义 Covariance  协方差

2、 协方差的常用计算公式：
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3、协方差的基本性质: 
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,YX ，对 任 意 两 个 随 机 变 量
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将随机变量标准化，即令
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二、相关系数（Correlation coefficient）

2） 是一个无量纲的量。XY

XY1） 描述随机变量X和Y间有无线性相关关系



相 关 系 数 的 性 质
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设
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有线性关系是一个极端，另一极端是 的场合。

若X与Y 的相关系数 则称X与Y 不相关。0XY

对X、Y，下列事实是等价的：

1) X与Y 不相关

0)2 X Y

若X与Y独立 X与Y不相关，

反之不成立.



例1：设X,Y服从同一分布，其分布律为：

X     -1      0     1

P     1/4    1/2    1/4 

已知 P(|X| = |Y| )=0,判断X和Y是否不相关？
是否不独立？
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例2 设V~ U(0,2) , X=cos V , Y=cos( V + ),

 是给定的常数，求

解











其他0

20
2

1

)(
,t,

tpV




,0
2

1
)cos()(

,0
2

1
cos)(

2

0

2

0









dttYE

dttXE

















cos
2

1

2

1
)cos()cos()(

2

0
  dtttXYE

cos
2

1
)Cov( Y,X

,
2

1

2

1
)(cos)(

,
2

1

2

1
cos)(

2

0

22

2

0

22









dttYE

dttXE










,Y

,X

2

1
)Var(

2

1
)Var(





XY cos 



,0若 1XY XY 

, 若 1XY XY 
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例3：设X,Y相互独立服从同一分布，记U=X-Y,V=X+Y,

则随机变量U与V是否一定不相关，是否一定独立？

( , ) ( , ) ( ) ( ) 0     解：

所以， 与 一定不相关。

COV U V COV X Y X Y D X D Y

U V

2 ~ (1, 1 2)（ ） X b

(1)设X,Y独立,服从正态分布，则（U,V）服从正态分布。

对于二维正态分布，独立与不相关等价，从而U与V独立

( 1, 0) ( 1, 0) 0       P U V P X Y X Y

( 1) ( 1) ( 1, 0) 1 4,       P U P X Y P X Y

( 0) ( 0) ( 0, 0) 1 4,       P V P X Y P X Y

( 1, 0) ( 1) ( 0)     P U V P U P V 所以 U与V不独立



X 例4 随机变量 的密度函数为
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X 例4 随机变量 的密度函数为



2.7 矩、协方差矩阵

最常用的矩 有三种：原点矩、中心矩、混合矩。

一、矩的概念

25

定义：设X和Y是随机变量，若以下数学期望都存在，则称

为X的 k 阶原点矩;

为X的 k 阶中心矩;

为X 和Y 的 k+l 阶混合矩。

为X 和Y 的 k+l 阶混合中心矩。



中心矩和原点矩的关系
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常用中心矩用原点矩表示



例1 设随机变量X~N( 0， )，求2
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为 协方差矩阵.

二、随机向量的数学期望与协方差阵
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可以证明 协方差矩阵为 半正定矩阵

定理2

.
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非负定矩阵

是一个对称的维随机向量的协方差阵

 











































nnnnn

n

n

n

c

c

c

XXX,XX,X

X,XXXX,X

X,XX,XXX

c,,c,c










 2

1

21

22212

12111

21

),Cov()Cov()Cov(

)Cov(),Cov()Cov(

)Cov()Cov(),Cov(

证 明 ：  
'

1 nn c c , c , , c
2

对任意 维实向量

cXc )C o v (


 


n

i

n

j

jiji XXcc
1 1

)Cov(




 


n

i

n

j

jiji XXcc
1 1

)Cov(

       
 


n

i

n

j

jjjiii EXXcEXXcE
1 1

     








 
 

n

i

n

j

jjjiii EXXcEXXcE
1 1

   





























 



n

j

jjj

n

i

iii EXXcEXXcE
11

  0

2

1









 



n

i

iii EXXcE

.是 非 负 定 的)    C o v ( X



二维正态随机变量的概率密度为:
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协方差矩阵为
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它的行列式:

C的逆阵为:

于是的概率密度可写成:



引入列矩阵
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n维正态随机变量 的概率密度为：

),,,( 21 nxxxf 
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其中 C 是 的协方差阵。



三、n维正态变量的重要性质：

1)  n维随机变量 服从n维正态分布的充要

条件是 的任意的线性组合

服从一维正态分布。
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2)  若 服从n维正态分布，设 是

的线性函数，则 也服从

多维正态分布 .

这性质称为正态变量的线性变换不变性



n维正态分布在随机过程和数理统计中常会遇到.

3)  设 服从n维正态分布，则

“ 相互独立”与“ 两两不相

关”是等价的。
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注：关于正态分布的一个重要结论:

设X,Y相互独立,且都服从正态分布

，则X,Y的任一线性组合:

仍服从正态分布



例:  (1)设X与Y独立, 且服从均值为1、标准差为 的

正态分布,而Y服从标准正态方布, 试求 Z=2X-Y+3  的概

率密度函数.

2

(2) 已知X,Y相互独立同服从 分布, 求 )( YXE 
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解: (1) 由题意知,                          

且X与Y相互独立，故 Z=2X-Y+3  仍服从正态分布,

且



46

故 于是Z的概率密度函数为 :

(2) 因为X与Y相互独立,且同服从 分布 ,故 X-Y 

也服从正态分布。

1
N(0, )

2

又

因此



故
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