
0x xx 0
o x

y

N

M

x

y

L

dx

dy
斜率 x

y




斜率

x

y

dx

dy
x 




 0
lim



*  微分学是微积分的重要组成部分,它的基本概念

    是 导数 和 微分.

*  两个基本概念来源于两类问题:

    1) 研究函数在某点变化的快慢, 即 变化率问题;

    2) 研究当自变量变化少许时, 函数值变化了多少,

即 改变量问题.

*  本章基本内容就是建立导数和微分的概念,讨论

    函数的求导方法和微分运算方法.

    前者引出 “导数” 概念, 后者引出 “微分” 
概念.



第一节   导数的定义

u   概念的引入

u   导数的概念

u   导数的意义

u   可导与连续的关系



一、概念的引入

0( )v t

例1  设作变速直线运动的质点,它的位移规律是 s=s(t),

则它在时刻 t0 的速度 v(t0) 是什么?

)( 0ts )( 0 tts 

ttt  00:时间

0 0 s ( ) ( )s t t s t    位移：

0 0( ) ( )s
: 

t

_ s t t s t
v

t

  
 
 

平均速度

0 0
0

0 0

( ) ( )s
( ) lim lim

tt t

s t t s t
v t

t   

  
 

 

O s



例2  求曲线的切线方程.

若点 N  沿曲线 C  趋于点 M  时，割线 MN  绕点   

M  转动趋于一个极限位置 MT，则直线 MT  就  

称为曲线 C  在点 M  处的切线。 

C

T

N

M

割线的极限位置

——切 线                      



( )

0 0( , ) ( , )y f xN x y M x y沿曲线

MTMN 极限位置割线 点转动绕   M

 tantan 切线的斜率割线的斜率 

tan lim tan
N M

 


 

x x 0
N M 

 

T

0x xo x

y
)(xfy 

C

N

M

0

0

( ) ( )f x f x

x x





0

0 0

0

0,

( ) ( )

( ( )

0

)

x x x x

f x f x

x x

f x x f x y

x x

   





  





 

令 则 

0 0

0

( ) ( )
lim
x

f x x f x

x 

 


0

lim
x x





变速直线运动的瞬时速度:

0 0
0

0 0

( ) ( )s
( ) lim lim

tt t

s t t s t
v t

t   

  
 

 

曲线的切线斜率：

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy

x x   

 
 

 
tan

两者的共性：

所求量为函数增量与自变量增量之比的极限 



二、导数的概念
1. 点导数的定义

).(,

)(,

)(,

0)()(

,)

(,

)(

00

0

00

0

0

0

xfx

xfyx

xfyxy

xxfxxfy

yxx

xxx

xxfy















记做：处的导数在点

并称此极限为函数处可导在点

则称函数之比的极限存在与

时若；得增量

取相应地函数时仍在该邻域内

点处取得增量在当自变量有定义

的某个邻域内在点设函数定义



x

xfxxf

x

y
xf

xx 











)()(
limlim)( 00

00
0

00

0

)(

xxxx
xx dx

xdf

dx

dy
y




 ，，2.导数也可记作

说明:

1. 导数的定义是构造型的,它是函数的一种特殊

   形式的 极限.



3. 导数定义形式的不同记号:

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)( 00

0
0





0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 






如果极限不存在的原因是                    ,



 x

y
x 0

lim

4. 如果极限不存在,则称函数 f(x) 在点 x0 不可导.

则称函数 f(x) 在点 x0 的导数为无穷大.

x

xfxxf

x

y
xf

xx 











)()(
limlim)( 00

00
0



2. 单侧导数的定义

右导数:
x

xfxxf

x 






)()(
lim 00

0x

y
xf

x 







0
0 lim)(

左导数:
x

xfxxf

x 






)()(
lim 00

0x

y
xf

x 







0
0 lim)(

0 0( ) ( )f x f x 
  、 都存在且相等0( )f x 存在

函数在一点处可导的 充要条件：



3. 导函数(区间导数)的定义

.

)(

)(

内可导间

在开区数每点处都可导，就称函

内的在开区间如果函数

I

xf

Ixfy ★

, ( )

( )

( )

( )
, ( ), .

x I f x

f x

f x

dy df x
y f x

dx dx





 

对于任一 都对应着 的

一个确定的导数值 。这个函数叫做

原来函数 的导(函)数。记作：

或

★



说明:

2.对于闭区间的端点,只要求单侧可导.

1.在上述极限表达式中,      是变量,  是常量。 x x

3.          与         之间的关系:   )( 0xf  )(xf 

0

)()( 0 xx
xfxf




x

xfxxf

x

y
xf

xx 











)()(
limlim)(

00

0d ( )

d

f x

x
 0



步骤: );()()1( xfxxfy 求增量

;
)()(

)2(
x

xfxxf

x

y









算比值

.lim)3(
0 x

y
y

x 





求极限

例 3 .)()( 的导数为常数求函数 CCxf 

解
h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

0




 h

CC
h




0
lim .0

.0)( C即

4. 由定义求导数



例 4 .)( 的导数为正整数求函数 nxy n

解
h

xhx
x

nn

h

n 




)(
lim)(

0

1 1 2 2 1

0
lim[ ]n n n n

n n n
h

C x C x h C h  


   

1 nnx

.)( 1 nn nxx即

一般地: )(.)( 1 Rxx  

)( x例如: 1
2

1

2

1 

 x .
2

1

x


1( )x  11)1(  x .
1

2x


1

2( )x 
1
( )
x




例 5 .)(sin)(sin,sin)(
4





x

xxxxf 及求设函数

解
h

xhx
x

h

sin)sin(
lim)(sin

0






2

2
sin

)
2

cos(lim
0 h

h
h

x
h




.cos x

.cos)(sin xx 即

44

cos)(sin 






xx
xx .

2

2


类似地，   xx sin)(cos 



例 6 .)1,0()( 的导数求函数  aaaxf x

解
h

aa
a

xhx

h

x 




0
lim)(

h

a
a

h

h

x 1
lim

0






.ln aa x

.ln)( aaa xx 即

.)( xx ee 特别地：



例 7 .)1,0(log 的导数求函数  aaxy a

解
h

xhx
y aa

h

log)(log
lim

0






ax
xa

ln

1
)(log 即 1

(ln ) .x
x

  

0

1
lim log (1 )a
h

x h

x h x
   

h

x

a
h x

h

x
)1(loglim

1
0




1
loga e

x


1

lnx a


特别地：



1( )

(s in ) co s

(cos ) sin

( ) ln

( )

1
(lo g )

ln

1
(ln )

x x

x x

a

x x

x x

x x

a a a

e e

x
x a

x
x

   

 

  

 

 

 

 

★ 请记住以下基本求导公式:



例 8 .0)( 处的可导性在讨论函数  xxxf

解
xy 

x

y

o

,
)0()0(

h

h

h

fhf





h

h

h

fhf

hh  




00
lim

)0()0(
lim ,1

h

h

h

fhf

hh





  00

lim
)0()0(

lim .1

),0()0( 
 ff即

.0)( 点不可导在函数  xxfy Back



处的导数。在
，

，
求 0

0    1cos

0            
)(

2









 x

xx

xx
xf

解
0

(0 ) (0)
(0) lim

h

f h f
f

h


  
2

0

0
lim 0
h

h

h


 

0

(0 ) (0)
(0) lim

h

f h f
f

h


  
2

0

2lim 0
h

h

h


 

0)0(  f

例 9

0

cos 1 0
lim
h

h

h

 




1. 概念中的导数 在均匀情况下,凡是用

除法定义的概念或物

理量,在不均匀的情况

下, 都是用导数。

dt

d

t

dl

dm

l

m
dt

dq
i

t

q
i

dt

dv
a

t

v
a

dt

ds
v

t

s
v



















角速度

线密度

电流强度

加速度

速度

不均匀均匀

其他如:种群的生长

率和死亡率;放射性

物质的衰变率;战争

中物资和战斗力的

损耗率;冷却过程中

的温度变化率等等,

都与导数有关.

三、导数的意义



2. 导数的几何意义

0tan ( )f x 

切线方程： ))(()( 000 xxxfxfy 

法线方程： )(
)(

1
0

0

0 xx
xf

yy 


 )0)(( 0  xf

切线的斜率:

特殊情况：

时 )()1 0xf

时0)()2 0  xf

00 : yyxx  法线切线：

00 : xxyy  法线切线：

注意: 导数存在 有切线



.
4

3

0126

4相切的切线方程

且与曲线写出平行于直线

xy

yx



例 10

分析 凡涉及切线、法线的问题，关键在于寻求 

切点 和 切线的斜率.

解 其斜率为直线 0126  yx 3k

y 3 )
4

3
( 4  x 33x 1 x

4

3

4

3
1 4  xyx 时， )

4

3
,1(故切点为

.09412),1(3
4

3
 yxxy 即所求切线为



四、可导与连续的关系

0 0
lim lim
x x

y
x

x   


 




证 则根据定义有：可导在点设函数 ,)( 0xxf

0
0

lim ( )
x

f x
y

x






0 0
lim lim

x x

y
y x

x  


  


 

定理  若函数在某点可导，则其一定在该点连续.

0( ) 0 0f x  



注意: 不连续一定不可导,

如 例 8 中 y = |x| 在 x = 0 处连续但不可导.

再如, ,)( 3 xxf 

,
0

lim
3

0



 x

x
x

.0处不可导在 x

3 xy 

x0

y

但连续未必可导.



加深对导数概念的理解；
基本求导公式的推导；
分段函数分界点处的可导性讨论等.

物理典型:速度问题 几何典型:切线问题

导数的概念:函数对
自变量的瞬时变化
率

导数的定义:当自变
量的增量趋于零时,
函数增量与自变量
增量之比的极限。

利用定义
求导数

求切线和
法线方程

可导与连续的
关系

★ 本节内容小结









推论 ;)(])([)1(
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1 1
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例 1  验证下列函数的导数公式

xxxxx

xxxxx

cotcsc)(csccsc)cot(

tansec)(secsec)(tan
2

2





)
cos

sin
()(tan 

x

x
x证

x2cos


)(sin x xcos xsin )(cos  x

x

xx
2

22

cos

sincos 
 x

x
2

2
sec

cos

1


)
cos

1
()(sec 

x
x

x2cos


)1(  xcos 1 )(cos  x

x

x
2cos

sin
 xx tansec



例 2  .
1cos

1cos
sinlog y

x

x
xxy a





 ，试求设

解 )
1cos

1cos
()sin(log 






x

x
xxy a

)(sinlogsin)(log  xxxx aa

2)1(cos

)1)(cos1(cos)1(cos)1(cos






x

xxxx

ax ln


xsin
xxa coslog  2)1(cos

sin)1(cos)1(cossin






x

xxxx

2)1(cos

sin2
coslog

ln

sin




x

x
xax

ax

x



例 3  3 ln cos 3 2 sin , .
4

x xy x x x e y


   设 求 

x
x

x cos
13 

2ln23sinlncos)1ln3( 32 xxexxxxxx 

解

)(coslncos)(lncosln)( 333  xxxxxxxxx

3( ln cos ) (3 ) (2 ) (sin )
4

x xy x x x e


       

xe3 2ln2x 0

xxx cosln3 2 )sin(ln3 xxx 

2ln23 xxe 



且有内也可导

在对应区间则其反函数且

内单调、可导在某区间设函数

,

)(,0)(

)(

ygxxf

xfy





二、反函数的求导法则

定理

即 反函数的导数等于原函数导数的倒数.

dx

dydy

dx

xf
yg

1

)(

1
)( 


 或



证 是单调连续函数，设 )(xfy 

.)( 也是单调连续函数则其反函数 ygx 

)()(, ygyygx 若令因此

.00;00  xyxy 时有且当时有则

x

yy

x








 1
,于是

两边取极限有 





 y

x

dy

dx
y 0

lim

x

yy





1
lim

0

0

1

lim
x

dx

ydy

x 






所以 ,0)(  xf因为
)(

1

xf 


x

yx








1
lim

0



例 4  证明下列结论:

 

 

 

  ),(,
1

1
cotarc

),(,
1

1
arctan

)1,1(,
1

1
arccos

)1,1(,
1

1
arcsin

2

2

2

2

























x
x

x

x
x

x

x
x

x

x
x

x



解

sin ( , ) ,
2 2yx y I
 

   在 内单调、可导

,0cos)(sin  yy且

( 1,1)xI  在 内有

)(sin

1
)(arcsin




y
x

ycos

1


y2sin1

1


 .

1

1
2x



.
1

1
)(arccos

2x
x


类似可得

xy arcsin)1 



解

tan ( , ) ,
2 2yx y I
 

   在 内单调、可导

,0sec)(tan 2  yy且

( , )xI   在 上有

)(tan

1
)(arctan




y
x

y2sec

1


y2tan1

1


 .

1

1
2x



.
1

1
)cot(

2x
xarc


类似可得

xy arctan)3 



三、复合函数的求导法则

定理(链式法则)

( ) ( )
dy

f u x
dx

  

2) ( ) ( ) ,y f u x u x 在与 对应的点 可导

即   因变量对自变量求导,等于因变量对中间变量

求导,再乘以中间变量对自变量求导.

1) ( ) ,u x x若：函数 在点 可导

[ ( )] ,y f x x则复合函数 在点 可导 且其导数为

dy dy du

dx du dx
 或 



证 ( ) ,y f u u由 在点 可导
0

lim ( )
u

y
f u

u 


 



0
( ) ( lim 0)

u

y
f u

u
 

 


  


故 其中

( )y f u u u    则

x

y
x 




 0
lim

0
lim[ ( ) ]
x

u u
f u

x x


 

 
 

 

0 0 0
( ) lim lim lim

x x x

u u
f u

x x


     

 
 

 

( ) ( ).f u x

*

0 0 0
( ) lim lim lim

x u x

u u
f u

x x


     

 
 

 

0,0  ux 时

( )u x x



在 处可导

( )u x x



 在 处连续



注 1) 多层复合的情形 

{ }2) [ ( )] [ ( )] .f x f x  与 的差异

即先复合再求导；

求导再对代入前者表示先将 ,,)( xxu 

, ( ) ,

. 

u u x后者表示先对 求导 再将 代入

即先求导再复合

),(),(),( xvvuufy  设

.

)]}([{

dx

dv

dv

du

du

dy

dx

dy

xfy



 的导数为则复合函数 

[ ( )]{ } [ ( )] ( )f x f x x    



例 5  求下列函数的导数

21

2
sin)1

x

x
y


 )(lntan)2 2 xy 

复合而成函数可视为由
21

2
,sin)1

x

x
uuy


解

dx

du

du

dy

dx

dy
故 ucos

22

2

)1(

22)1(2

x

xxx






222

2

1

2
cos

)1(

)1(2

x

x

x

x











)(lntan)2 2 xy 

复合而成函数可视为由 xvvuuy ln,tan,2 

dx

dv

dv

du

du

dy

dx

dy
故 u2 v2sec

x

1


)tan(ln2 x )(lnsec2 x
x

1


1. 在求复合函数导数时关键是先搞清复合结

构,然后 由表及里一层一层地求导,一直求到

最后一层,不能漏掉任何一层.

注

2. 熟练掌握后可省去中间变量.



例 6  计算导数
x

x
yxxy






1

1
arctan)2()1ln()1( 2

解 )1(
1

1
)1( 2

2



 xx

xx
y )

12

2
1(

1

1
22 





x

x

xx

1

1
2 


x

)
1

1
(

1

1
1

1
)2( 











x

x

x

x
y )

1

1
(

1

1
2

1

2

1














x

x

x

x

x

2)1(

2

1

1
2

1

2

1

x

x

x

x












212

1

x


)
1

1
(

1

1
2

2

2 






x

xx

xx



1.导数运算的基本法则

2

1

(1)[ ( )] ( )

(2)[ ( ) ( )] ( ) ( )

(3)[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(4)[ ]

( ) ( )

1 1
(5)[ ( )]

( )

(6){ [ ( )]} [ ( )] ( )

Cu x Cu x

u x v x u x v x

u x v x u x v x u x v x

u x u x v x u x v x

v x v x

dy
f x

dxf y dx

dy

f x f x x  



 

    

   

 
 

  


   

或

四、初等函数的求导问题



xxx

xx

xx

C

tansec)(sec

sec)(tan

cos)(sin

0)(

2









2. 基本初等函数的导数公式

xxx

xx

xx

xx

cotcsc)(csc

csc)(cot

sin)(cos

)(

2

1







  

xxxx eeaaa  )(ln)(

x
x

ax
xa

1
)(ln

ln

1
)(log 

22

22

1

1
)cot(

1

1
)(arctan

1

1
)(arccos

1

1
)(arcsin

x
xarc

x
x

x
x

x
x















至此,初等函数的求导问题均可以解决,但需注意

这 并不意味着 “初等函数在其定义区间内必定可导”，

y x如  2 0x x  在 .

例 7
x

x
1

)(ln 证明：

解
x

xxx
1

)(ln)(ln,0  时

])[ln()(ln,0  xxx 时

)(
1




 x
x

x

1


x
x

1
)(ln 综上，



)cos)(sincos(sin

cossin
2222

44

xxxx

xxy





例 8  求下列函数的导数

2

3
44

1

1
)2(cossin)1(

x

xx
yxxy






解 )(sinsin4)1( 3  xxy )(coscos4 3  xx

xx cossin4 3 xx sincos4 3

)cos(sincossin4 22 xxxx 

x2sin2

另解：

x2cos

xxxy 2sin22)2sin()2cos( 



2

3

1

1
)2(

x

xx
y






解

2

2

1

1)1(

x

xx
y






21

1

x
x




)1(
)1(

1
1 2

22



 x

x
y

22 )1(

2
1

x

x




22

2323

)1(

)1)(1()1()1(

x

xxxxxx
y






22

322

)1(

)1(2)1)(13(

x

xxxxx






22

24

)1(

122

x

xxx




 22 )1(

2
1

x

x




另解：



注 从本例可见，如果能把  f(x) 先予以恒等变

形成简单的函数，那么再求导就简捷得多.

所以在具体做题时,一定要先把求导的函

数审视一遍看看能否予以简化,不要盲目

代公式.



1 ( , ) 0 ( ),F x y y f x 先将 化成显函数 

然后再 前提是能求导 ( 显化)。

五、隐函数的导数
1.显函数和隐函数

2.隐函数求导的方法

2 ( , ) 0F x y   方程 

y x

x y

把方程中的 看作 的函数，

两边对 求导得一含有 的等式，

.y从中解出 



例9 利用隐函数求导法，求下列函数的导数 。y 

)cos()1 yxy 

解 y x x把 看作 的函数，两边对 求导，有

y )sin( yx 

)(  yx

)1( y

解得：

y
)sin( yx 

)sin(1 yx 



0)2   xyee xy

解 求导，有的函数，两边对看作把 xxy

ye y  )1(  xe
xe  yxy  0

解得： y
ye x 

yex 

1 0 0ye y  从原方程知，此时 ，故

0y x 若要求  在 处的值，

 



0

0

x

y
y 1

10

)01(









注 1) y x

y x

y x





一般隐函数 不能表示成 的显式， 故其

导数 一般也不能表示成 的显式，我们

也没有必要把  表示为 的显式。

02) y x x 若要计算  当  时的值时，通常应由

0y原方程解出 ，

0 0( , )x y y然后把 一起代入  的表示式中，

0

0
y y

x xy


即可求出 。



cos

y

y

e
y

y xe
  



例 10 sin 0

(0, 0)

yy y xe

y

 



已知 是由方程 所确定的隐函数，

试求 ，以及在 点处的切线的方程。

解 0sin  yxey

yy  )(cos ye 0 yxee yy

 


0
0

y
xyk 1

所求切线为： 0 1( 0)y x y x     即 



观察函数
3

sin

2

( 1) 1
, .

( 4)
x

x

x x
y y x

x e

  
 



方法:

先在方程两边取对数,  然后利用隐函数的求导

方法求出导数. -----对数求导法

结构特点(适用范围):

.)( )( 的情形数多个函数相乘或幂指函 xvxu

3.对数求导法



例 11

解

3

2

( 1) 1 1 1 2
[ 1]

( 4) 1 3( 1) 4x

x x
y

x e x x x

  
    

   

等式两边先取绝对值再取对数得

xxxxy  4ln21ln
3

1
1lnln

x上式两边对 求导得

1
4

2

)1(3

1

1

1












xxxy

y

3

2

( 1) 1
, .

( 4) x

x x
y y

x e

  



设 求



例 12

解

.),0(sin yxxy x  用对数求导法求设

等式两边取对数得 xxy lnsinln 

求导得上式两边对 x

x
xxxy

y

1
sinlncos

1


)
1

sinln(cos
x

xxxyy 

)
sin

ln(cossin

x

x
xxx x 



六、由参数方程确定的函数的导数

[引例]











2
2

1

2

1
gtty

tx




斜上抛物体运动  

2

2

11

22

11

2  
 2

 )( 
2

1
x

g
x

x
g

x
y






 

前者物理意义清楚, 后者几何意思明显.

若参数方程                  能确定x与y间的函数关系,








)( 

)( 

ty

tx





则称此函数y=y(x)(或x=x(y))为参数方程所确定
的函数 。



例如








,

,2
2ty

tx

2

x
t 

22 )
2

(
x

ty  xy
2

1


消去参数

问题: 消参困难或无法消参如何求导?

?
dx

dy
y问题：



),()( 1 xttx   具有单调连续的反函数设函数

)]([ 1 xy  

( ), ( ) , ( ) 0,x t y t t    再设函数 都可导 且

则由复合函数及反函数的求导法则得

dx

dt

dt

dy

dx

dy


dt

dxdt

dy 1


)(

)(

t

t









dt

dx
dt

dy

dx

dy
即

( )
,

( )

x t

y t









在方程 中



例 13

解

dt

dx
dt

dy

dx

dy


t

t

cos1

sin




sin

(1 cos )

a t

a t




2
cos1

2
sin

2






 
tdx

dy
1

处的切线方程。在求摆线
2)cos1(

)sin( 









t

tay

ttax

ayaxt  ),1
2

(,
2


时当

)1
2

( 




axay

所求切线方程为：

)
2

2(


 axy即：



14 (1 cos ) .
2

a


   例 求心脏线 在 处的切线方程

解：













sin)cos1(

cos)cos1(

ay

ax

间的关系有：根据极坐标与直角坐标

[ (1 cos )sin ]

[ (1 cos )cos ]

dy a

dx a

 

 


 

 )2sinsin(

)2cos(cos










a

a





2sinsin

2coscos






2





dx

dy
k切 1

ayx  ,0
2
时




: y x a  所求切线方程为

（※由极坐标方程确定的函数的导数）

)( 














sin)(

cos)(

y

x化为参方



导数的构造性定义

xx

xx

C

1)(ln

cos)(sin

0)(







       运算法则
(四则/反函数/复合)

其它的基本初等函
数的求导公式

所有初
等函数
(显式)
的求导
问题

1. 初等函数的求导问题

★本讲内容小结

3)必须熟记基本导数公式(注意公式的特点).

注：1)求导运算是高数中最基本最重要的计算,是全书

           的重点,而复合函数的求导是其中的难点.

2)复合函数求导的关键在于正确分解复合结构.



2. 其他形式的初等函数的求导问题

1)隐函数的导数

2)某些特殊的显函数－对数求导法

3)由参数方程确定的函数的导数

4)由极坐标方程确定的函数的导数

★本讲内容小结

(直接对方程两边求导)

(实质上是利用复合函数与反函数的求导法则)

(利用直角坐标与极坐标之间的关系转化为由参数方程
确定的函数的求导问题)

    (方程两边取对数,然后按隐函数的求导法则求导)



       若 )(uf 在 0u 不可导， )(xgu  在 0x 可导，且

)( 00 xgu  ，则 )]([ xgf 在 0x 处（          ）． 

（1）必可导；（2）必不可导；（3）不一定可导； 

解答 处不可导在 0u

( )u g x x 取

[ ( )] | |f g x x )1(

2( )u g x x 取 

2 2[ ( )] | |f g x x x  )2(

√

处可导在 0x

处不可导在 0x

处可导在 0x

0x 在 处可导

||)( uuf 例如

★ 思考与练习



极坐标系: 在平面内取一个定点O，叫做极点,
引一条射线OX，叫做极轴。再选定一个长度单
位和计算角度的正方向（通常取逆时针方向）

XO

 极坐标

对于平面上任意一点 M, 用  
表示线段 OM 的长度,用  表
示从 OX 到 OM 的角度, 叫
做点 M 的 极径,  叫做点 M 
的 极角，有序数对 (， ） 
叫做 M 的极坐标。

X
O

M







极坐标系下点与它的极坐标的对应情况

[1]给定(,),就可以在极坐标平面内确定唯

一的一点 M。

[2]给定平面上一点 M，却有无数个极坐标与

之对应。

    一般地,若(ρ,θ)是一点的极坐标,则

(ρ,θ+2kπ) 都可以作为它的极坐标.

    限定 0≤θ＜2π,那么除极点外,平面内

的点与其极坐标就可以 一一对应 了.

原因在于：极角有无数个



极坐标与直角坐标的互化:

设点M的直角坐标是 (x, y) 极坐标是 (ρ,θ)

cos

sin

x

y

 

 






2 2 2

tan ( 0)

x y

y
x

x





  



 


互化公式的三个前提条件：

1. 极点与直角坐标系的原点重合;

2. 极轴与直角坐标系的x轴的正半轴重合;

3. 两种坐标系的单位长度相同.



例 （1）过点 A(a,0)，且垂直于极轴的直

线               L 的极坐标方程：cos a  

（3）中心在 A(a,0)半径为 a 的圆.

（2）中心在极点, 半径为 a 的圆： a 

2 cosa 

常见曲线的极坐标方程

Back



第三节  高阶导数及相关变化率

u    高阶导数

u    相关变化率



一、高阶导数

引例:变速直线运动的加速度.

),(tfs 设 )()( tftv 则瞬时速度为

的变化率对时间是速度加速度 tva

.])([)()(  tftvta

1、高阶导数的概
念



( ) ( ) ,f x f x如果函数 的导数 仍然可导定义

记作： .
)(

)(
2

2

2

2

dx

xfd

dx

yd
yxf 或或或 

( ) ( ) .f x f x则称 的导数为函数 的二阶导数

,,, 一般地导数可定义三阶导数、四阶类似地 

1 , :n n 阶导数的导数称为 阶导数 分别记作

n

n

dx

fd

dx

fd

dx

fd
,,,

4

4

3

3

或

)((4) ,,, nyyy  )(,),(,)( )((4) xfxfxf n或

n

n

dx

yd

dx

yd

dx

yd
,,,

4

4

3

3

或



( ) ( 1) ( 1)[ ] ( )n n nd
y y y

dx
  

二阶及二阶以上的导数称为 高阶导数。

即：

注：

   约定: ., )0(yyyy 即的零阶导数称为函数

( 1, 2, )n  



2、高阶导数的计算

1)直接法：即由高阶导数的定义 逐阶 去求.

例 1  . ),1ln( 2 yxxy  求

,
1

1
2 


x

y

1
2 2[( 1) ]y x


  

2
3

)1( 2 
 xy

5
22 2 2( 1) [ ( 1) 3 ]x x x    

解

3
2 2( 1)x x



  xx 2)1(
2

1
2

3
2 



xxx 2)1()
2

3
( 2

52 


2
5

)1(

12
2

2





x

x



例 2   阶导数：计算下列函数的 n

(1) (2)sin (3) ln (4)xe x x x

解  ))(1( )( xnx ee 
( ) ( )x na一般： nx aa )(ln

xxy cos)(sin)2(  )
2

sin(


 x

)
2

cos(


 xy )
22

sin(


 x )
2

2sin(

 x

)
2

2cos(

 xy )

2
3sin(

 x



)
2

sin()(sin )()( 
 nxxy nn

)
2

cos()(cos )( 
 nxx n同理可得



(3) lny x

注:

1
y

x
 

2

1
y

x
  

3

2!
y

x
 

(4)

4

3!
y

x
  

( ) ( ) 1 ( 1)!
(ln ) ( 1) ( 1, 0! 1)n n n

n

n
y x n

x
 

    

     求 n 阶导数时,求出 1-3 或 4 阶后,分析结果的

     规律性,写出 n 阶导数.(再用 数学归纳法 证明)



(4) ( )y x R  

1 xy

)( 1  xy 2)1(  x



3)2)(1(  x))1(( 2  xy

)1()1()1()(   nxny nn 

,n若 为正整数 则

)()( )( nnn xy  ,!n )!()1(  ny n .0



        一些常用的高阶导数公式：

nn xnx    )1()1()()4( )( 

n

nn

x

n
x

)!1(
)1()(ln)5( 1)( 

 

)
2

sin()(sin)2( )( 
 nkxkkx nn

)
2

cos()(cos)3( )( 
 nkxkkx nn

)0(ln)()1( )(  aaaa nxnx xnx ee )()(

1

)( !
)1()

1
(




n

nn

x

n

x

)1!0,1(
)1(

)!1(
)1()]1[ln( 1)( 




  n

x

n
x

n

nn



2)间接法

所谓 间接法,即利用已知的高阶导数公式, 通过

运算法则求出 n 阶导数.

★ 高阶导数的运算法则

则阶导数具有和设函数 ,nvu

)()()()()1( nnn vuvu 
)()()()2( nn CuCu 

vu
nn

vnuvuvu nnnn 


  )2()1()()(

!2

)1(
)()3(

莱布尼兹公式
)()(

0

kkn
n

k

k
n vuC 





)()()(

!

)1()1( nkkn uvvu
k

knnn



  





例 3   阶导数：计算下列函数的 n

6 6(2) sin cosy x x 

解 ( ) 2 ( )(1) (sin 3 )n ny x x 

莱布尼兹公式



u v

0 ( ) 2(sin3 ) nnC x x 1 ( 1) 2(sin 3 ) ( )n
nC x x  

2 ( 2) 2(sin 3 ) ( )n
nC x x  

2)
2

3sin(3 xnxn 


xnxn n 2)
2

)1(3(sin3 1   

2)
2

)2(3(sin3
!2

)1( 2 


  
nx

nn n

2(1) sin 3y x x  2

2 1
(3)

2

x
y

x x




 



xxy 66 cossin)2( 

解
3232 )(cos)(sin xxy 

)coscossin)(sincos(sin 422422 xxxxxx 

xxxx 22222 cossin3)cos(sin 

x2sin
4

3
1 2

2

4cos1

4

3
1

x


x4cos
8

3

8

5


).
2

4cos(4
8

3)( 
 nxy nn



2

12
)3(

2 




xx

x
y

解
2

12
2 




xx

x
y

1
3

1

2
3

5







xx

( )

1

5 !
( 1)

3 ( 2)
n n

n

n
y

x 
  

 1

1 !
( 1)

3 ( 1)
n

n

n

x 
 



注：计算高阶导数一般比较麻烦,多使用间接法,

使用时,应根据给出的函数先予以化简变成基本

公式中的形式(如(2)(3)),然后再套用公式计算。

2 1

( 2)( 1)

x

x x




 



3)分段函数、隐函数以及参数方程确定的函数的

   高阶导数

例 4
2

2

3      0
( ) , ( )

2      0

x x
f x f x

x x

 
 


 求 

解
6      0

( )
4      0

x x
f x

x x


  


 

2

0 0

( ) (
lim lim

0) 3
(0)

0x x

f x f x
f

x x 
 


 


= = 0 

2

0 0

( ) (
lim lim

0) 2
(0)

0x x

f x f x
f

x x  



 


= = 0 

(0)f   0 



6      0
( )

4      0

x x
f x

x x


  


 

6     0
( )

4     0

x
f x

x


  


 

0 0
lim lim

( ) (0) 6
(0)

0x x

f x f x
f

x x 
 

 
 


= = 6

0 0
lim lim

( ) (0) 4
(0)

0x x

f x f x
f

x x 




 
 


= = 4

(0)f  不存在

6     0
( )

4     0

x
f x

x


  


 



例 5 .,),()tan( yyxyyyxy  求确定设方程

解 求导得：方程两边对 x

)1)((sec 2 yyxy 

整理得：
2

2

sec ( )

1 sec ( )

x y
y

x y


 

 

, :y x x将上式中的 仍视为 的函数 两边继续对 求导

32y y  

)(tan

1
1

2 yx
y




2

1
1
y

y 

3 2

2 1
(1 )

y y
  y

2

2

tan ( ) 1

tan ( )

x y

x y

 


 



.)(

)cos1(),sin(

的二阶导数确定的函数

所求由摆线

xyy

ayax



 例 6

解
( )

( )

dy y

dx x











)cos1(

sin







a

a





cos1

sin




)
cos1

sin
(

2

2







dx

d

dx

yd

dx

d

d

d 









 )

cos1

sin
(

2)cos1(

sinsin)cos1(cos










)cos1(

1



a

2)cos1(

1



a



 ( )
,

 ( )

x t

y t









若函数  二阶可导

)(
2

2

dx

dy

dx

d

dx

yd


dx

dt

t

t

dt

d
)

)(

)(
(





)(

1

)(

)()()()(
2 tt

tttt












.
)(

)()()()(
32

2

t

tttt

dx

yd








即

一般地，

注：掌握该结论的推导思想！

( )
( )

( )

d t

dx t












二、相关变化率

,)()( 都是可导函数及设 tyytxx 

相关变化率问题:

已知其中一个变化率时，如何求出另一个变化率?

,之间存在某种关系与而变量 yx

,间也存在一定关系与从而它们的变化率
dt

dy

dt

dx

我们来介绍导数在相关变化率问题中的简单应用.

这种两个相互依赖的变化率称为相关变化率



10 / ,

10 .

cm s

cm

一个气球的半径以 的速度增长着 求

  当半径为 时体积和表面积的增长速度

例 1

解 ),(, trrt 气球的半径为时设在时刻

分别为则气球的体积和表面积

)(
3

4
V 3 tr )(4S 2 tr

.的函数都是和显然， tSV

?)(?)(10  tStVcmr 时今问：当



dt

tdr
tr

dt

dS )(
)(24  

scm
dt

dS
tr /800101024 2

10)(   

类似地，

./800

,/4000,10
2

3

scm

scmcmr





表面积的增长速度为

体积的增长速度为时即 

2 24 ( ) ( )
3 ( ) 4 ( )

3

dV dr t dr t
r t r t

dt dt dt
      

( )
10 /

dr t
cm s

dt
由题设知 

scm
dt

dV
tr /400010104 32

10)(   



例 2

3

( ), ( )

, / ,

, .

R cm h cm

Acm s

有一个底半径为 高为 的圆锥形

容器 如以 的速度由顶部向容器内注水

试求容器内水位高度为圆锥形容器的高度的一

半时 水面上升的速度

解 ),(, txxt 容器内水面高度为时设在时刻

?
2

1


dt

dx
hx 时今问：当

水注入水面升高是由于顶部有

容器水量增加顶部注水 vv  sAcm /3



)(
3

1

3

1 22 xhrhRV  容器水量

r

R

h

)()(
3

1

3

1 22 xhR
h

xh
hR 


 

x

2
3 3

2
[ ( ) ]

3

R
h h x

h


  

2
2

2
( )

dV R dx
h x

dt h dt


   A

22

2

)( xhR

Ah

dt

dx





.
4

,
2

1
2R

A

dt

dx
hx


 时当



★前面内容回顾

变化率问题－导数

概念

计算

增量问题－微分

简单应用 — 相关变化率问题

概念

计算

简单应用 — 近似计算



第四节   微分

u    微分的概念

u    微分的运算法则及基本公式

u    微分在近似计算中的应用



一、微分的概念
1、问题的提出

2
0 , .y x x x x y  已知 ， 在  的增量是 求

2
0

2
0 )( xxxy  .)(2 2

0 xxx 

)1( )2((1) : ;x 的线性函数

(2) : .x x 的高阶无穷小(当 很小时可忽略)

.2 0 xxy  既容易计算又是较好的近似值

( )

( )

y f x y

y A x o x

 

     

 一般地，如果 满足一定条件，则增量 可表示为



0

0

0 0

0

0

( ) ,

,

( ) ( ) ( )

( )

( ) , ( )

, ,

.

y f x x

x x

y f x x f x A x o x

A x

y f x x A x y f x

x x dy

dy A x



 

         



  



  

设函数 在某区间内有定义 及

在这区间内 如果：

其中 是不依赖于 的常数 ，则称函数

在点 可微 而 叫做函数

在点 相应于自变量增量 的微分 记作 

即 

2.微分的定义



注: (1) ;dy x是自变量的增量 的线性函数

(2) ( ) ;y dy o x x    是比 高阶的无穷小

(4) 0 0 ,A x dy y   若 ，则 时 与 是等价无穷小.

y

dy




xA

xo






)(
1 1

(3) ,x当  很小时 ,y dy  ( )o x其误差为 ；

)()()( 00 xoxAxfxxfy  xAdy 



3.函数可微的条件

0

0 0

( )

( ) , ( ).

f x x

f x x A f x

函数 在点 可微的充要条件是函数

在点  处可导 且

定理

证明：(必要性)

两边同除以Δx, 并令Δx→0 取极限, 则有

x

xfxxf

x

y
xx 









)( )( 
lim lim 00

00

A
x

xo
A

x








) 

)( 
 (lim

0

故 f (x) 在 x0 处可导, 且有                       Axf  )( 0

设 y = f (x) 在 x0  处可微, 则有:                      

Δy = f (x0 +Δx) - f (x0) = AΔx + o (Δx)     (1)



(充分性) 设 f (x) 在 x0  处可导，即有:

)( 
)( )( 

lim lim 0
00

00
xf

x

xfxxf

x

y
xx












根据函数极限与无穷小的关系可得

)0(      )(  0 时的无穷小是 



xxf

x

y


于是有                                              (2) xxxfy  )(  0

(2)式中           与△x无关，αΔx是较Δx高阶的无穷小，故

(2)式相当于(1)式, 这说明f (x) 在x0 处可微。证毕 。

)( 0xf 

 该定理说明: 对于一元函数, 可导 与 可微 是 等价 的.



dxxfxxfdy

xdfdy

xxfy

)()(

),(,

,)()2





即或记作微分

称为函数的的微分在任意点函数

注：

.,

,)1

xdxdx

xx





即记作

称为自变量的微分的增量通常把自变量

3) ( ) ( )

. " ".

dy
dy f x dx f x

dx

dy dx

   

函数的微分 与自变量的微分 之商等于

该函数的导数 故导数也叫 微商



。部分相比内涵更丰富了

义”的含义与前面导数定、记号“因此
dx

xdf

dx

dy )(
,

2)反函数的导数：
y

dx

dydy

dx




11

2

2
( )

d x d dx

dy dy dy


( )

( )

dy t dt

dx t dt








例如: 1)利用微商的概念，参数方程                确定








)(

)(

ty

tx





的函数 y = y(x)的导数
( )

( )

t

t








1
( )d

y

dy




2

1
y dx

y

y dx

 



 3( )

y

y


 





4、微分的几何意义

)(xfy 

0x

M

N

T

dy
y

)( xo 

）

x

y

o


x

几何意义:(如图)

,

.

y

dy

   当 是曲线上的点的

纵坐标的增量时 就是

曲线的切线上点的纵坐标

的相应增量
xx 0

 P 

.

,,

MNMP

Mx

可近似代替曲线段切线段

的附近在点很小时当 

（以直代曲）

Q



二、微分的运算法则及基本公式
( )dy f x dx  求法：计算函数的导数,   

     再乘以自变量的微分.

1) 基本初等函数的微分公式

xdxxxdxdxxxd

xdxxdxdxxd

xdxxdxdxxd

dxxxdCd

cotcsc)(csctansec)(sec

csc)(cotsec)(tan

sin)(coscos)(sin

)(0)(

22

1







 

dx
x

xddx
ax

xd

dxeedadxaad

a

xxxx

1
)(ln

ln

1
)(log

)(ln)(







2 2

2 2

1 1
(arcsin ) (arccos )

1 1

1 1
(arctan ) (arccot )

1 1

d x dx d x dx
x x

d x dx d x dx
x x

  
 

  
 



2)函数和、差、积、商的微分法则

2
)()(

)()(

v

udvvdu

v

u
dudvvduuvd

CduCuddvduvud






( ) ( )

[ ( )]

y f u u x

y f x





 



设 及 都可导，则复合函数

的微分为

3)复合函数的微分法则 

( ) ( ) ( )   dy y x dx f u x dx    

( )dy f u du即：

2
)

1
(

u

du

u
d 

 ( )du x dx而 



★  微分形式不变性

(1) , ( ) ;u dy f u du若 是自变量 则 

(2) ,

( ),

u u x

u x

若 是中间变量 即 是另一变量 的可微函数

则

( ) ( ),y f u f u设函数 有导数

( ) '( )dy f u x dx

( ) ,x dx du  ( ) .dy f u du 

结论： ,

( )

u

y f u

无论 是自变量还是中间变量 函数

的微分形式总是 ( )dy f u du

通常把这个性质称为    微分形式不变性。



解

例 1  在括号中填入适当的函数, 使下列等式成立.

).()()(sin)2(;cos)()1( 2 xdxdtdtd 

(1) (sin ) cos ,t t   
1

( sin ) cost t 


 

.cos)sin
1

( tdtCtd 




2(sin )
(2)

( )

d x

d x
 ,cos4 2xxx

).()cos4()(sin 22 xdxxxxd 

    注： 本例中 (1) 是微分的反问题,是不定积分要研究的内容,数学中

的反问题往往出现多值性.

22 cos

1

2

x x dx

dx
x





0
1 xxdyyx  时，有当

,1,)()()( 000  xxxfxfxxf

,1),)(()()( 0000  xxxxxfxfxf

1) 计算函数增量的近似值

2) 计算x0附近点x处的函数值的近似值

x

因此，我们可以利用微分去做一些近似计算：

, , ( ).x y dy o x   当  很小时 其误差为 

三、微分在近似计算中的应用



例 2     煅烧生成的半径为10cm的金属原板，冷

却后半径收缩了0.05cm，问面积缩小了多少？

解 ,2rS  .05.0,10 cmrcmr 

rrSdSS  )( )05.0(102  

).( 2cm

rr  2

.即面积缩小了约 平方厘米

例3     计算     的近似值。2

解 ，令 xxf )(

x
xf

2

1
)( 则

)(
2

1
0

0

0 xx
x

xx 

0 1.96x 取 

04.096.12 x则 比较小

04.0
96.12

1
96.12 

414.1



1.微分学所要解决的两类问题:

函数的变化率问题

函数的增量问题 微分的概念

导数的概念

2.导数与微分的联系: .可微可导

★ 本章内容小结

3.导数与微分的区别: (1) (2)



导数与微分的区别:

0 0

0 0

0

1. ( ) ( ),

( )( ) , ,

.

f x x f x

dy f x x x x

x x



 



函数 在点 处的导数是一个定数

而微分 是 的线性函数 实际上

它是 时的无穷小

))((limlim 00
00

xxxfdy
xxxx




 0.

0

0 0 0

0 0 0

0

2. , ( ) ( )

( , ( )) , ( )

( ) ( ) ( , ( ))

.

f x y f x

x f x dy f x

x x y f x x f x

x x

 



 

从几何意义上来看 是曲线 在

点 处切线的斜率 而微分

是曲线 在点 处的切

线当横坐标从 到 时对应的纵坐标增量

★



推论 ;)(])([)1(
11





n

i
i

n

i
i xfxf

);(])([)2( xfCxCf 

1 2
1

1 2

1 1

(3) [ ( )] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( );



 

n

i n
i

n

n n

i k
i k

k i

f x f x f x f x

f x f x f x

f x f x



 


 

 





 

.)
1

()4(
2v

v

v






例 1  验证下列函数的导数公式

xxxxx

xxxxx

cotcsc)(csccsc)cot(

tansec)(secsec)(tan
2

2





)
cos

sin
()(tan 

x

x
x证

x2cos


)(sin x xcos xsin )(cos  x

x

xx
2

22

cos

sincos 
 x

x
2

2
sec

cos

1


)
cos

1
()(sec 

x
x

x2cos


)1(  xcos 1 )(cos  x

x

x
2cos

sin
 xx tansec



例 2  .
1cos

1cos
sinlog y

x

x
xxy a





 ，试求设

解 )
1cos

1cos
()sin(log 






x

x
xxy a

)(sinlogsin)(log  xxxx aa

2)1(cos

)1)(cos1(cos)1(cos)1(cos






x

xxxx

ax ln


xsin
xxa coslog  2)1(cos

sin)1(cos)1(cossin






x

xxxx

2)1(cos

sin2
coslog

ln

sin




x

x
xax

ax

x



例 3  3 ln cos 3 2 sin , .
4

x xy x x x e y


   设 求 

x
x

x cos
13 

2ln23sinlncos)1ln3( 32 xxexxxxxx 

解

)(coslncos)(lncosln)( 333  xxxxxxxxx

3( ln cos ) (3 ) (2 ) (sin )
4

x xy x x x e


       

xe3 2ln2x 0

xxx cosln3 2 )sin(ln3 xxx 

2ln23 xxe 



且有内也可导

在对应区间则其反函数且

内单调、可导在某区间设函数

,

)(,0)(

)(

ygxxf

xfy





二、反函数的求导法则

定理

即 反函数的导数等于原函数导数的倒数.

dx

dydy

dx

xf
yg

1

)(

1
)( 


 或



证 是单调连续函数，设 )(xfy 

.)( 也是单调连续函数则其反函数 ygx 

)()(, ygyygx 若令因此

.00;00  xyxy 时有且当时有则

x

yy

x








 1
,于是

两边取极限有 





 y

x

dy

dx
y 0

lim

x

yy





1
lim

0

0

1

lim
x

dx

ydy

x 






所以 ,0)(  xf因为
)(

1

xf 


x

yx








1
lim

0



例 4  证明下列结论:

 

 

 

  ),(,
1

1
cotarc

),(,
1

1
arctan

)1,1(,
1

1
arccos

)1,1(,
1

1
arcsin

2

2

2

2

























x
x

x

x
x

x

x
x

x

x
x

x



解

sin ( , ) ,
2 2yx y I
 

   在 内单调、可导

,0cos)(sin  yy且

( 1,1)xI  在 内有

)(sin

1
)(arcsin




y
x

ycos

1


y2sin1

1


 .

1

1
2x



.
1

1
)(arccos

2x
x


类似可得

xy arcsin)1 



解

tan ( , ) ,
2 2yx y I
 

   在 内单调、可导

,0sec)(tan 2  yy且

( , )xI   在 上有

)(tan

1
)(arctan




y
x

y2sec

1


y2tan1

1


 .

1

1
2x



.
1

1
)cot(

2x
xarc


类似可得

xy arctan)3 



三、复合函数的求导法则

定理(链式法则)

( ) ( )
dy

f u x
dx

  

2) ( ) ( ) ,y f u x u x 在与 对应的点 可导

即   因变量对自变量求导,等于因变量对中间变量

求导,再乘以中间变量对自变量求导.

1) ( ) ,u x x若：函数 在点 可导

[ ( )] ,y f x x则复合函数 在点 可导 且其导数为

dy dy du

dx du dx
 或 



证 ( ) ,y f u u由 在点 可导
0

lim ( )
u

y
f u

u 


 



0
( ) ( lim 0)

u

y
f u

u
 

 


  


故 其中

( )y f u u u    则

x

y
x 




 0
lim

0
lim[ ( ) ]
x

u u
f u

x x


 

 
 

 

0 0 0
( ) lim lim lim

x x x

u u
f u

x x


     

 
 

 

( ) ( ).f u x

*

0 0 0
( ) lim lim lim

x u x

u u
f u

x x


     

 
 

 

0,0  ux 时

( )u x x



在 处可导

( )u x x



 在 处连续



注 1) 多层复合的情形 

{ }2) [ ( )] [ ( )] .f x f x  与 的差异

即先复合再求导；

求导再对代入前者表示先将 ,,)( xxu 

, ( ) ,

. 

u u x后者表示先对 求导 再将 代入

即先求导再复合

),(),(),( xvvuufy  设

.

)]}([{

dx

dv

dv

du

du

dy

dx

dy

xfy



 的导数为则复合函数 

[ ( )]{ } [ ( )] ( )f x f x x    



例 5  求下列函数的导数

21

2
sin)1

x

x
y


 )(lntan)2 2 xy 

复合而成函数可视为由
21

2
,sin)1

x

x
uuy


解

dx

du

du

dy

dx

dy
故 ucos

22

2

)1(

22)1(2

x

xxx






222

2

1

2
cos

)1(

)1(2

x

x

x

x











)(lntan)2 2 xy 

复合而成函数可视为由 xvvuuy ln,tan,2 

dx

dv

dv

du

du

dy

dx

dy
故 u2 v2sec

x

1


)tan(ln2 x )(lnsec2 x
x

1


1. 在求复合函数导数时关键是先搞清复合结

构,然后 由表及里一层一层地求导,一直求到

最后一层,不能漏掉任何一层.

注

2. 熟练掌握后可省去中间变量.



例 6  计算导数
x

x
yxxy






1

1
arctan)2()1ln()1( 2

解 )1(
1

1
)1( 2

2



 xx

xx
y )

12

2
1(

1

1
22 





x

x

xx

1

1
2 


x

)
1

1
(

1

1
1

1
)2( 











x

x

x

x
y )

1

1
(

1

1
2

1

2

1














x

x

x

x

x

2)1(

2

1

1
2

1

2

1

x

x

x

x












212

1

x


)
1

1
(

1

1
2

2

2 






x

xx

xx



1.导数运算的基本法则

2

1

(1)[ ( )] ( )

(2)[ ( ) ( )] ( ) ( )

(3)[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(4)[ ]

( ) ( )

1 1
(5)[ ( )]

( )

(6){ [ ( )]} [ ( )] ( )

Cu x Cu x

u x v x u x v x

u x v x u x v x u x v x

u x u x v x u x v x

v x v x

dy
f x

dxf y dx

dy

f x f x x  



 

    

   

 
 

  


   

或

四、初等函数的求导问题



xxx

xx

xx

C

tansec)(sec

sec)(tan

cos)(sin

0)(

2









2. 基本初等函数的导数公式

xxx

xx

xx

xx

cotcsc)(csc

csc)(cot

sin)(cos

)(

2

1







  

xxxx eeaaa  )(ln)(

x
x

ax
xa

1
)(ln

ln

1
)(log 

22

22

1

1
)cot(

1

1
)(arctan

1

1
)(arccos

1

1
)(arcsin

x
xarc

x
x

x
x

x
x















至此,初等函数的求导问题均可以解决,但需注意

这 并不意味着 “初等函数在其定义区间内必定可导”，

y x如  2 0x x  在 .

例 7
x

x
1

)(ln 证明：

解
x

xxx
1

)(ln)(ln,0  时

])[ln()(ln,0  xxx 时

)(
1




 x
x

x

1


x
x

1
)(ln 综上，



)cos)(sincos(sin

cossin
2222

44

xxxx

xxy





例 8  求下列函数的导数

2

3
44

1

1
)2(cossin)1(

x

xx
yxxy






解 )(sinsin4)1( 3  xxy )(coscos4 3  xx

xx cossin4 3 xx sincos4 3

)cos(sincossin4 22 xxxx 

x2sin2

另解：

x2cos

xxxy 2sin22)2sin()2cos( 



2

3

1

1
)2(

x

xx
y






解

2

2

1

1)1(

x

xx
y






21

1

x
x




)1(
)1(

1
1 2

22



 x

x
y

22 )1(

2
1

x

x




22

2323

)1(

)1)(1()1()1(

x

xxxxxx
y






22

322

)1(

)1(2)1)(13(

x

xxxxx






22

24

)1(

122

x

xxx




 22 )1(

2
1

x

x




另解：



注 从本例可见，如果能把  f(x) 先予以恒等变

形成简单的函数，那么再求导就简捷得多.

所以在具体做题时,一定要先把求导的函

数审视一遍看看能否予以简化,不要盲目

代公式.



1 ( , ) 0 ( ),F x y y f x 先将 化成显函数 

然后再 前提是能求导 ( 显化)。

五、隐函数的导数
1.显函数和隐函数

2.隐函数求导的方法

2 ( , ) 0F x y   方程 

y x

x y

把方程中的 看作 的函数，

两边对 求导得一含有 的等式，

.y从中解出 



例9 利用隐函数求导法，求下列函数的导数 。y 

)cos()1 yxy 

解 y x x把 看作 的函数，两边对 求导，有

y )sin( yx 

)(  yx

)1( y

解得：

y
)sin( yx 

)sin(1 yx 



0)2   xyee xy

解 求导，有的函数，两边对看作把 xxy

ye y  )1(  xe
xe  yxy  0

解得： y
ye x 

yex 

1 0 0ye y  从原方程知，此时 ，故

0y x 若要求  在 处的值，

 



0

0

x

y
y 1

10

)01(









注 1) y x

y x

y x





一般隐函数 不能表示成 的显式， 故其

导数 一般也不能表示成 的显式，我们

也没有必要把  表示为 的显式。

02) y x x 若要计算  当  时的值时，通常应由

0y原方程解出 ，

0 0( , )x y y然后把 一起代入  的表示式中，

0

0
y y

x xy


即可求出 。



cos

y

y

e
y

y xe
  



例 10 sin 0

(0, 0)

yy y xe

y

 



已知 是由方程 所确定的隐函数，

试求 ，以及在 点处的切线的方程。

解 0sin  yxey

yy  )(cos ye 0 yxee yy

 


0
0

y
xyk 1

所求切线为： 0 1( 0)y x y x     即 



观察函数
3

sin

2

( 1) 1
, .

( 4)
x

x

x x
y y x

x e

  
 



方法:

先在方程两边取对数,  然后利用隐函数的求导

方法求出导数. -----对数求导法

结构特点(适用范围):

.)( )( 的情形数多个函数相乘或幂指函 xvxu

3.对数求导法



例 11

解

3

2

( 1) 1 1 1 2
[ 1]

( 4) 1 3( 1) 4x

x x
y

x e x x x

  
    

   

等式两边先取绝对值再取对数得

xxxxy  4ln21ln
3

1
1lnln

x上式两边对 求导得

1
4

2

)1(3

1

1

1












xxxy

y

3

2

( 1) 1
, .

( 4) x

x x
y y

x e

  



设 求



例 12

解

.),0(sin yxxy x  用对数求导法求设

等式两边取对数得 xxy lnsinln 

求导得上式两边对 x

x
xxxy

y

1
sinlncos

1


)
1

sinln(cos
x

xxxyy 

)
sin

ln(cossin

x

x
xxx x 



六、由参数方程确定的函数的导数

[引例]











2
2

1

2

1
gtty

tx




斜上抛物体运动  

2

2

11

22

11

2  
 2

 )( 
2

1
x

g
x

x
g

x
y






 

前者物理意义清楚, 后者几何意思明显.

若参数方程                  能确定x与y间的函数关系,








)( 

)( 

ty

tx





则称此函数y=y(x)(或x=x(y))为参数方程所确定
的函数 。



例如








,

,2
2ty

tx

2

x
t 

22 )
2

(
x

ty  xy
2

1


消去参数

问题: 消参困难或无法消参如何求导?

?
dx

dy
y问题：



),()( 1 xttx   具有单调连续的反函数设函数

)]([ 1 xy  

( ), ( ) , ( ) 0,x t y t t    再设函数 都可导 且

则由复合函数及反函数的求导法则得

dx

dt

dt

dy

dx

dy


dt

dxdt

dy 1


)(

)(

t

t









dt

dx
dt

dy

dx

dy
即

( )
,

( )

x t

y t









在方程 中



例 13

解

dt

dx
dt

dy

dx

dy


t

t

cos1

sin




sin

(1 cos )

a t

a t




2
cos1

2
sin

2






 
tdx

dy
1

处的切线方程。在求摆线
2)cos1(

)sin( 









t

tay

ttax

ayaxt  ),1
2

(,
2


时当

)1
2

( 




axay

所求切线方程为：

)
2

2(


 axy即：



14 (1 cos ) .
2

a


   例 求心脏线 在 处的切线方程

解：













sin)cos1(

cos)cos1(

ay

ax

间的关系有：根据极坐标与直角坐标

[ (1 cos )sin ]

[ (1 cos )cos ]

dy a

dx a

 

 


 

 )2sinsin(

)2cos(cos










a

a





2sinsin

2coscos






2





dx

dy
k切 1

ayx  ,0
2
时




: y x a  所求切线方程为

（※由极坐标方程确定的函数的导数）

)( 














sin)(

cos)(

y

x化为参方



导数的构造性定义

xx

xx

C

1)(ln

cos)(sin

0)(







       运算法则
(四则/反函数/复合)

其它的基本初等函
数的求导公式

所有初
等函数
(显式)
的求导
问题

1. 初等函数的求导问题

★本讲内容小结

3)必须熟记基本导数公式(注意公式的特点).

注：1)求导运算是高数中最基本最重要的计算,是全书

           的重点,而复合函数的求导是其中的难点.

2)复合函数求导的关键在于正确分解复合结构.



2. 其他形式的初等函数的求导问题

1)隐函数的导数

2)某些特殊的显函数－对数求导法

3)由参数方程确定的函数的导数

4)由极坐标方程确定的函数的导数

★本讲内容小结

(直接对方程两边求导)

(实质上是利用复合函数与反函数的求导法则)

(利用直角坐标与极坐标之间的关系转化为由参数方程
确定的函数的求导问题)

    (方程两边取对数,然后按隐函数的求导法则求导)



       若 )(uf 在 0u 不可导， )(xgu  在 0x 可导，且

)( 00 xgu  ，则 )]([ xgf 在 0x 处（          ）． 

（1）必可导；（2）必不可导；（3）不一定可导； 

解答 处不可导在 0u

( )u g x x 取

[ ( )] | |f g x x )1(

2( )u g x x 取 

2 2[ ( )] | |f g x x x  )2(

√

处可导在 0x

处不可导在 0x

处可导在 0x

0x 在 处可导

||)( uuf 例如

★ 思考与练习



极坐标系: 在平面内取一个定点O，叫做极点,
引一条射线OX，叫做极轴。再选定一个长度单
位和计算角度的正方向（通常取逆时针方向）

XO

 极坐标

对于平面上任意一点 M, 用  
表示线段 OM 的长度,用  表
示从 OX 到 OM 的角度, 叫
做点 M 的 极径,  叫做点 M 
的 极角，有序数对 (， ） 
叫做 M 的极坐标。

X
O

M







极坐标系下点与它的极坐标的对应情况

[1]给定(,),就可以在极坐标平面内确定唯

一的一点 M。

[2]给定平面上一点 M，却有无数个极坐标与

之对应。

    一般地,若(ρ,θ)是一点的极坐标,则

(ρ,θ+2kπ) 都可以作为它的极坐标.

    限定 0≤θ＜2π,那么除极点外,平面内

的点与其极坐标就可以 一一对应 了.

原因在于：极角有无数个



极坐标与直角坐标的互化:

设点M的直角坐标是 (x, y) 极坐标是 (ρ,θ)

cos

sin

x

y

 

 






2 2 2

tan ( 0)

x y

y
x

x





  



 


互化公式的三个前提条件：

1. 极点与直角坐标系的原点重合;

2. 极轴与直角坐标系的x轴的正半轴重合;

3. 两种坐标系的单位长度相同.



例 （1）过点 A(a,0)，且垂直于极轴的直

线               L 的极坐标方程：cos a  

（3）中心在 A(a,0)半径为 a 的圆.

（2）中心在极点, 半径为 a 的圆： a 

2 cosa 

常见曲线的极坐标方程

Back



第三节  高阶导数及相关变化率

u    高阶导数

u    相关变化率



一、高阶导数

引例:变速直线运动的加速度.

),(tfs 设 )()( tftv 则瞬时速度为

的变化率对时间是速度加速度 tva

.])([)()(  tftvta

1、高阶导数的概
念



( ) ( ) ,f x f x如果函数 的导数 仍然可导定义

记作： .
)(

)(
2

2

2

2

dx

xfd

dx

yd
yxf 或或或 

( ) ( ) .f x f x则称 的导数为函数 的二阶导数

,,, 一般地导数可定义三阶导数、四阶类似地 

1 , :n n 阶导数的导数称为 阶导数 分别记作

n

n

dx

fd

dx

fd

dx

fd
,,,

4

4

3

3

或

)((4) ,,, nyyy  )(,),(,)( )((4) xfxfxf n或

n

n

dx

yd

dx

yd

dx

yd
,,,

4

4

3

3

或



( ) ( 1) ( 1)[ ] ( )n n nd
y y y

dx
  

二阶及二阶以上的导数称为 高阶导数。

即：

注：

   约定: ., )0(yyyy 即的零阶导数称为函数

( 1, 2, )n  



2、高阶导数的计算

1)直接法：即由高阶导数的定义 逐阶 去求.

例 1  . ),1ln( 2 yxxy  求

,
1

1
2 


x

y

1
2 2[( 1) ]y x


  

2
3

)1( 2 
 xy

5
22 2 2( 1) [ ( 1) 3 ]x x x    

解

3
2 2( 1)x x



  xx 2)1(
2

1
2

3
2 



xxx 2)1()
2

3
( 2

52 


2
5

)1(

12
2

2





x

x



例 2   阶导数：计算下列函数的 n

(1) (2)sin (3) ln (4)xe x x x

解  ))(1( )( xnx ee 
( ) ( )x na一般： nx aa )(ln

xxy cos)(sin)2(  )
2

sin(


 x

)
2

cos(


 xy )
22

sin(


 x )
2

2sin(

 x

)
2

2cos(

 xy )

2
3sin(

 x



)
2

sin()(sin )()( 
 nxxy nn

)
2

cos()(cos )( 
 nxx n同理可得



(3) lny x

注:

1
y

x
 

2

1
y

x
  

3

2!
y

x
 

(4)

4

3!
y

x
  

( ) ( ) 1 ( 1)!
(ln ) ( 1) ( 1, 0! 1)n n n

n

n
y x n

x
 

    

     求 n 阶导数时,求出 1-3 或 4 阶后,分析结果的

     规律性,写出 n 阶导数.(再用 数学归纳法 证明)



(4) ( )y x R  

1 xy

)( 1  xy 2)1(  x



3)2)(1(  x))1(( 2  xy

)1()1()1()(   nxny nn 

,n若 为正整数 则

)()( )( nnn xy  ,!n )!()1(  ny n .0



        一些常用的高阶导数公式：

nn xnx    )1()1()()4( )( 

n

nn

x

n
x

)!1(
)1()(ln)5( 1)( 

 

)
2

sin()(sin)2( )( 
 nkxkkx nn

)
2

cos()(cos)3( )( 
 nkxkkx nn

)0(ln)()1( )(  aaaa nxnx xnx ee )()(

1

)( !
)1()

1
(




n

nn

x

n

x

)1!0,1(
)1(

)!1(
)1()]1[ln( 1)( 




  n

x

n
x

n

nn



2)间接法

所谓 间接法,即利用已知的高阶导数公式, 通过

运算法则求出 n 阶导数.

★ 高阶导数的运算法则

则阶导数具有和设函数 ,nvu

)()()()()1( nnn vuvu 
)()()()2( nn CuCu 

vu
nn

vnuvuvu nnnn 


  )2()1()()(

!2

)1(
)()3(

莱布尼兹公式
)()(

0

kkn
n

k

k
n vuC 





)()()(

!

)1()1( nkkn uvvu
k

knnn



  





例 3   阶导数：计算下列函数的 n

6 6(2) sin cosy x x 

解 ( ) 2 ( )(1) (sin 3 )n ny x x 

莱布尼兹公式



u v

0 ( ) 2(sin3 ) nnC x x 1 ( 1) 2(sin 3 ) ( )n
nC x x  

2 ( 2) 2(sin 3 ) ( )n
nC x x  

2)
2

3sin(3 xnxn 


xnxn n 2)
2

)1(3(sin3 1   

2)
2

)2(3(sin3
!2

)1( 2 


  
nx

nn n

2(1) sin 3y x x  2

2 1
(3)

2

x
y

x x




 



xxy 66 cossin)2( 

解
3232 )(cos)(sin xxy 

)coscossin)(sincos(sin 422422 xxxxxx 

xxxx 22222 cossin3)cos(sin 

x2sin
4

3
1 2

2

4cos1

4

3
1

x


x4cos
8

3

8

5


).
2

4cos(4
8

3)( 
 nxy nn



2

12
)3(

2 




xx

x
y

解
2

12
2 




xx

x
y

1
3

1

2
3

5







xx

( )

1

5 !
( 1)

3 ( 2)
n n

n

n
y

x 
  

 1

1 !
( 1)

3 ( 1)
n

n

n

x 
 



注：计算高阶导数一般比较麻烦,多使用间接法,

使用时,应根据给出的函数先予以化简变成基本

公式中的形式(如(2)(3)),然后再套用公式计算。

2 1

( 2)( 1)

x

x x




 



3)分段函数、隐函数以及参数方程确定的函数的

   高阶导数

例 4
2

2

3      0
( ) , ( )

2      0

x x
f x f x

x x

 
 


 求 

解
6      0

( )
4      0

x x
f x

x x


  


 

2

0 0

( ) (
lim lim

0) 3
(0)

0x x

f x f x
f

x x 
 


 


= = 0 

2

0 0

( ) (
lim lim

0) 2
(0)

0x x

f x f x
f

x x  



 


= = 0 

(0)f   0 



6      0
( )

4      0

x x
f x

x x


  


 

6     0
( )

4     0

x
f x

x


  


 

0 0
lim lim

( ) (0) 6
(0)

0x x

f x f x
f

x x 
 

 
 


= = 6

0 0
lim lim

( ) (0) 4
(0)

0x x

f x f x
f

x x 




 
 


= = 4

(0)f  不存在

6     0
( )

4     0

x
f x

x


  


 



例 5 .,),()tan( yyxyyyxy  求确定设方程

解 求导得：方程两边对 x

)1)((sec 2 yyxy 

整理得：
2

2

sec ( )

1 sec ( )

x y
y

x y


 

 

, :y x x将上式中的 仍视为 的函数 两边继续对 求导

32y y  

)(tan

1
1

2 yx
y




2

1
1
y

y 

3 2

2 1
(1 )

y y
  y

2

2

tan ( ) 1

tan ( )

x y

x y

 


 



.)(

)cos1(),sin(

的二阶导数确定的函数

所求由摆线

xyy

ayax



 例 6

解
( )

( )

dy y

dx x











)cos1(

sin







a

a





cos1

sin




)
cos1

sin
(

2

2







dx

d

dx

yd

dx

d

d

d 









 )

cos1

sin
(

2)cos1(

sinsin)cos1(cos










)cos1(

1



a

2)cos1(

1



a



 ( )
,

 ( )

x t

y t









若函数  二阶可导

)(
2

2

dx

dy

dx

d

dx

yd


dx

dt

t

t

dt

d
)

)(

)(
(





)(

1

)(

)()()()(
2 tt

tttt












.
)(

)()()()(
32

2

t

tttt

dx

yd








即

一般地，

注：掌握该结论的推导思想！

( )
( )

( )

d t

dx t












二、相关变化率

,)()( 都是可导函数及设 tyytxx 

相关变化率问题:

已知其中一个变化率时，如何求出另一个变化率?

,之间存在某种关系与而变量 yx

,间也存在一定关系与从而它们的变化率
dt

dy

dt

dx

我们来介绍导数在相关变化率问题中的简单应用.

这种两个相互依赖的变化率称为相关变化率



10 / ,

10 .

cm s

cm

一个气球的半径以 的速度增长着 求

  当半径为 时体积和表面积的增长速度

例 1

解 ),(, trrt 气球的半径为时设在时刻

分别为则气球的体积和表面积

)(
3

4
V 3 tr )(4S 2 tr

.的函数都是和显然， tSV

?)(?)(10  tStVcmr 时今问：当



dt

tdr
tr

dt

dS )(
)(24  

scm
dt

dS
tr /800101024 2

10)(   

类似地，

./800

,/4000,10
2

3

scm

scmcmr





表面积的增长速度为

体积的增长速度为时即 

2 24 ( ) ( )
3 ( ) 4 ( )

3

dV dr t dr t
r t r t

dt dt dt
      

( )
10 /

dr t
cm s

dt
由题设知 

scm
dt

dV
tr /400010104 32

10)(   



例 2

3

( ), ( )

, / ,

, .

R cm h cm

Acm s

有一个底半径为 高为 的圆锥形

容器 如以 的速度由顶部向容器内注水

试求容器内水位高度为圆锥形容器的高度的一

半时 水面上升的速度

解 ),(, txxt 容器内水面高度为时设在时刻

?
2

1


dt

dx
hx 时今问：当

水注入水面升高是由于顶部有

容器水量增加顶部注水 vv  sAcm /3



)(
3

1

3

1 22 xhrhRV  容器水量

r

R

h

)()(
3

1

3

1 22 xhR
h

xh
hR 


 

x

2
3 3

2
[ ( ) ]

3

R
h h x

h


  

2
2

2
( )

dV R dx
h x

dt h dt


   A

22

2

)( xhR

Ah

dt

dx





.
4

,
2

1
2R

A

dt

dx
hx


 时当



★前面内容回顾

变化率问题－导数

概念

计算

增量问题－微分

简单应用 — 相关变化率问题

概念

计算

简单应用 — 近似计算



第四节   微分

u    微分的概念

u    微分的运算法则及基本公式

u    微分在近似计算中的应用



一、微分的概念
1、问题的提出

2
0 , .y x x x x y  已知 ， 在  的增量是 求

2
0

2
0 )( xxxy  .)(2 2

0 xxx 

)1( )2((1) : ;x 的线性函数

(2) : .x x 的高阶无穷小(当 很小时可忽略)

.2 0 xxy  既容易计算又是较好的近似值

( )

( )

y f x y

y A x o x

 

     

 一般地，如果 满足一定条件，则增量 可表示为



0

0

0 0

0

0

( ) ,

,

( ) ( ) ( )

( )

( ) , ( )

, ,

.

y f x x

x x

y f x x f x A x o x

A x

y f x x A x y f x

x x dy

dy A x



 

         



  



  

设函数 在某区间内有定义 及

在这区间内 如果：

其中 是不依赖于 的常数 ，则称函数

在点 可微 而 叫做函数

在点 相应于自变量增量 的微分 记作 

即 

2.微分的定义



注: (1) ;dy x是自变量的增量 的线性函数

(2) ( ) ;y dy o x x    是比 高阶的无穷小

(4) 0 0 ,A x dy y   若 ，则 时 与 是等价无穷小.

y

dy




xA

xo






)(
1 1

(3) ,x当  很小时 ,y dy  ( )o x其误差为 ；

)()()( 00 xoxAxfxxfy  xAdy 



3.函数可微的条件

0

0 0

( )

( ) , ( ).

f x x

f x x A f x

函数 在点 可微的充要条件是函数

在点  处可导 且

定理

证明：(必要性)

两边同除以Δx, 并令Δx→0 取极限, 则有

x

xfxxf

x

y
xx 









)( )( 
lim lim 00

00

A
x

xo
A

x








) 

)( 
 (lim

0

故 f (x) 在 x0 处可导, 且有                       Axf  )( 0

设 y = f (x) 在 x0  处可微, 则有:                      

Δy = f (x0 +Δx) - f (x0) = AΔx + o (Δx)     (1)



(充分性) 设 f (x) 在 x0  处可导，即有:

)( 
)( )( 

lim lim 0
00

00
xf

x

xfxxf

x

y
xx












根据函数极限与无穷小的关系可得

)0(      )(  0 时的无穷小是 



xxf

x

y


于是有                                              (2) xxxfy  )(  0

(2)式中           与△x无关，αΔx是较Δx高阶的无穷小，故

(2)式相当于(1)式, 这说明f (x) 在x0 处可微。证毕 。

)( 0xf 

 该定理说明: 对于一元函数, 可导 与 可微 是 等价 的.



dxxfxxfdy

xdfdy

xxfy

)()(

),(,

,)()2





即或记作微分

称为函数的的微分在任意点函数

注：

.,

,)1

xdxdx

xx





即记作

称为自变量的微分的增量通常把自变量

3) ( ) ( )

. " ".

dy
dy f x dx f x

dx

dy dx

   

函数的微分 与自变量的微分 之商等于

该函数的导数 故导数也叫 微商



。部分相比内涵更丰富了

义”的含义与前面导数定、记号“因此
dx

xdf

dx

dy )(
,

2)反函数的导数：
y

dx

dydy

dx




11

2

2
( )

d x d dx

dy dy dy


( )

( )

dy t dt

dx t dt








例如: 1)利用微商的概念，参数方程                确定








)(

)(

ty

tx





的函数 y = y(x)的导数
( )

( )

t

t








1
( )d

y

dy




2

1
y dx

y

y dx

 



 3( )

y

y


 





4、微分的几何意义

)(xfy 

0x

M

N

T

dy
y

)( xo 

）

x

y

o


x

几何意义:(如图)

,

.

y

dy

   当 是曲线上的点的

纵坐标的增量时 就是

曲线的切线上点的纵坐标

的相应增量
xx 0

 P 

.

,,

MNMP

Mx

可近似代替曲线段切线段

的附近在点很小时当 

（以直代曲）

Q



二、微分的运算法则及基本公式
( )dy f x dx  求法：计算函数的导数,   

     再乘以自变量的微分.

1) 基本初等函数的微分公式

xdxxxdxdxxxd

xdxxdxdxxd

xdxxdxdxxd

dxxxdCd

cotcsc)(csctansec)(sec

csc)(cotsec)(tan

sin)(coscos)(sin

)(0)(

22

1







 

dx
x

xddx
ax

xd

dxeedadxaad

a

xxxx

1
)(ln

ln

1
)(log

)(ln)(







2 2

2 2

1 1
(arcsin ) (arccos )

1 1

1 1
(arctan ) (arccot )

1 1

d x dx d x dx
x x

d x dx d x dx
x x

  
 

  
 



2)函数和、差、积、商的微分法则

2
)()(

)()(

v

udvvdu

v

u
dudvvduuvd

CduCuddvduvud






( ) ( )

[ ( )]

y f u u x

y f x





 



设 及 都可导，则复合函数

的微分为

3)复合函数的微分法则 

( ) ( ) ( )   dy y x dx f u x dx    

( )dy f u du即：

2
)

1
(

u

du

u
d 

 ( )du x dx而 



★  微分形式不变性

(1) , ( ) ;u dy f u du若 是自变量 则 

(2) ,

( ),

u u x

u x

若 是中间变量 即 是另一变量 的可微函数

则

( ) ( ),y f u f u设函数 有导数

( ) '( )dy f u x dx

( ) ,x dx du  ( ) .dy f u du 

结论： ,

( )

u

y f u

无论 是自变量还是中间变量 函数

的微分形式总是 ( )dy f u du

通常把这个性质称为    微分形式不变性。



解

例 1  在括号中填入适当的函数, 使下列等式成立.

).()()(sin)2(;cos)()1( 2 xdxdtdtd 

(1) (sin ) cos ,t t   
1

( sin ) cost t 


 

.cos)sin
1

( tdtCtd 




2(sin )
(2)

( )

d x

d x
 ,cos4 2xxx

).()cos4()(sin 22 xdxxxxd 

    注： 本例中 (1) 是微分的反问题,是不定积分要研究的内容,数学中

的反问题往往出现多值性.

22 cos

1

2

x x dx

dx
x





0
1 xxdyyx  时，有当

,1,)()()( 000  xxxfxfxxf

,1),)(()()( 0000  xxxxxfxfxf

1) 计算函数增量的近似值

2) 计算x0附近点x处的函数值的近似值

x

因此，我们可以利用微分去做一些近似计算：

, , ( ).x y dy o x   当  很小时 其误差为 

三、微分在近似计算中的应用



例 2     煅烧生成的半径为10cm的金属原板，冷

却后半径收缩了0.05cm，问面积缩小了多少？

解 ,2rS  .05.0,10 cmrcmr 

rrSdSS  )( )05.0(102  

).( 2cm

rr  2

.即面积缩小了约 平方厘米

例3     计算     的近似值。2

解 ，令 xxf )(

x
xf

2

1
)( 则

)(
2

1
0

0

0 xx
x

xx 

0 1.96x 取 

04.096.12 x则 比较小

04.0
96.12

1
96.12 

414.1



1.微分学所要解决的两类问题:

函数的变化率问题

函数的增量问题 微分的概念

导数的概念

2.导数与微分的联系: .可微可导

★ 本章内容小结

3.导数与微分的区别: (1) (2)



导数与微分的区别:

0 0

0 0

0

1. ( ) ( ),

( )( ) , ,

.

f x x f x

dy f x x x x

x x



 



函数 在点 处的导数是一个定数

而微分 是 的线性函数 实际上

它是 时的无穷小

))((limlim 00
00

xxxfdy
xxxx




 0.

0

0 0 0

0 0 0

0

2. , ( ) ( )

( , ( )) , ( )

( ) ( ) ( , ( ))

.

f x y f x

x f x dy f x

x x y f x x f x

x x

 



 

从几何意义上来看 是曲线 在

点 处切线的斜率 而微分

是曲线 在点 处的切

线当横坐标从 到 时对应的纵坐标增量

★


