
第四章

求导运算: ( ) ( ? )F x 

不定积分运算: ( ? ) ( )f x 

互逆运算

不定积分  



第一节
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不定积分的概念与性质

 第四章 

一、原函数的概念

三、基本积分公式 (一)

四、不定积分的线性运算性质

二、不定积分的概念



一、 原函数的概念

,d)()(d)()(', xxfxFxfxFIx  或都有即对任意的

定义 1. 若在区间 I 上，函数 F (x) 的导数为 f (x),

则称 F (x) 为 f (x) 在区间  I  上的一个原函数.

问题: 1.在什么条件下, 一个函数的原函数存在?

2.若原函数存在, 原函数是否唯一？若不唯一，

  那么究竟有多少个?

例如   的一个原函数是故 xxxx cossin,cossin 


  ),0(
1

ln 


x
x

x 上的一个原函数在是故 ),0(
1

ln 
x

x



 定理1(原函数的存在定理) 上在区间若函数 Ixf )(

.)( 上存在原函数在则 Ixf (下章证明)

初等函数在其定义区间上连续

初等函数在其定义区间上有原函数

连续，

 定理2(原函数的性质)

(1) 若 F (x) 是 f (x) 的一个原函数,则 F (x) + C     
也是 f (x)  的原函数, C  为任意常数.

(2) f (x) 的其他原函数与 F (x) 只相差一个常数

证: 

的原函数是 )()( xfCxF 

( ( ) )F x C  ( )F x ( )f x



( ) ( )x f x 设 是 的任一原函数，

( ) ( )x f x  又因为 ( ) ( )F x f x 

[ ( ) ( )]x F x    ( ) ( )x F x    ( ) ( ) 0f x f x  

故 0( ) ( )x F x C   )( 0 为某个常数C
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即

( )f x I在

上的不定积分, ( )d ,f x x 其中

 — 积分号 ( )f x — 被积函数

( )df x x — 被积表达式— 积分变量

记作

x

二、不定积分的概念

定义 2. 在区间 I 上原函数的全体称为)(xf

证: 



若 ( ) ( ) ,F x f x  则

( )d ( )f x x F x C  ( C 为任意常数 )

C 称为 积分常数
不可丢 !

例如, dxe x  xe C

2dx x 
31

3
x C

sin dx x  cos x C 
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是常数1,
1

1
d 1 


 

 


 Cxxx一般地,



例 1.求

1
0 ,[ln( )] ,x x

x
  当 时

1
dx

x

  Cxdx
x

ln
1

,),0( 内故在

解: 
1

0 ,(ln ) ,x x
x

 当 时
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  Cxdx
x

)ln(
1

,)0,( 内故在

0,||ln
1

 xCxdx
x

综合起来有，



例 2. 设曲线通过点 (1, 2), 且其上任一点处的切线的

斜率等于该点横坐标的 2  倍, 求此曲线的方程.

解: 2y x 

2 dy x x  
2x C 

所求曲线过点 (1 ,2), 故有

22 1 C  1C 

因此所求曲线为 2 1y x 
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y

xo

)2,1(




d

(1)
d x

( )df x x  ( )f x

 微分与积分之间的关系:

d ( )df x x  ( )df x x或

(2) dx C  ( )F x ( )F x 或 d C  ( )F x ( )F x
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( ), ( ) , ( ) .f x f x dx f x dx 

例 3 设 arctan x  是  f (x) 的一个原函数,求

2

2

1
( ) (arctan ) , ( ) arctan ,

1

1
( ) ( ) .

1

f x x f x dx x C
x

f x dx f x C C
x

   


    






解：



三、 基本积分公式 (一)

(1) dk x  ( k 为常数)k x C

(2) dx x  11

1
x C







d
(3)

x

x
 ln x C
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( 1)  

2

d
(4)

1

x

x


 arctan x C 或 arccot x C 

2

d
(5)

1

x

x



 arcsin x C 或 arccos x C 



(6) cos dx x  sin x C

2

d
(8)

cos

x

x


2sec dx x  tan x C

(7) sin dx x  cos x C 

2

d
(9)

sin

x

x


2csc dx x  cot x C 
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(10) sec tan dx x x  sec x C

(11) csc cot dx x x  csc x C 

(12) dxe x 
xe C



(13) dxa x  ln

xa
C

a


sh
2

x xe e
x




ch x C

(15) ch dx x  sh x C

(14) sh dx x 

ch
2

x xe e
x



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四、不定积分的线性运算性质

定理3. 设  f (x), g (x) 的原函数存在, k, l 是常数, 则

[ ( ) ( )] ( ) ( ) .kf x lg x dx k f x dx l g x dx    



解:原式 =
2 2

2 2

(1 ) 2
d

(1 )

x x
x

x x

 


1

2arctan x C
x

   
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例 4 求
2( 2 )

d
x

x
x




解:原式 =
1

22 ( 4 4)dx x x x


 

5 3 1

2 2 2
2 8

8
5 3

x x x C   

3 1 1

2 2 2d 4 4x x x dx x dx


    

3 1 1

2 2 2( 4 4 ) dx x x x


  

例 5  
 

2

2 2

1 3
d .

1

x
x

x x






2 2

1 1
d 2 d

1
x x

x x
 

 



例 6.求

22 d (sec 1)x x x dx   

2
tan

ln 2

x

x x C   

2(2 tan )dx x x
解: 原式 =

22 d tanx x xdx 
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注：检验积分结果是否正确，只要对结果求导，

        看它的导数是否等于被积函数。

22 d secx x xdx dx    



例 7. 求

2 2

1 1

cos sin
dx dx

x x
  

2

4
d

sin 2
x

x
 

2 2
2 2

1 1
(1) d ;     (2) d .

sin cos
sin cos

2 2

x x
x x x x 

解: (1)原式 = 2

4
d

sin
x

x 4cot x C  

2 2

2 2

sin cos

sin cos

x x
dx

x x


 

tan cotx x C  
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(2)原式 

 或 原式 

2cot 2x C  

注：同一个函数的不定积分，可以通过不同的形式

表达，但经过变形后应可以相互转化. 



内容小结

1. 不定积分

• 原函数 与 不定积分 的定义

• 不定积分的 线性运算 性质

• 基本积分公式

2. 直接积分法:

利用 恒等变形,   及 基本积分公式 进行积分.

常用的恒等变形方法

分项积分

加项减项

利用三角公式, 代数公式,

积分性质
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思考与练习

1. 若 则的原函数是 ,)(xfe x

2 (ln )d                            x f x x 

提示:
xe ( ) ( )xf x e 

ln xe (ln )f x
1

x
 

21

2
x C 
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2. 若 ( )f x 是
xe
的原函数, 则

(ln )
d

f x
x

x


提示: 已知 ( ) xf x e 

0( ) xf x e C   

0

1
(ln )f x C

x
  

0
2

(ln ) 1 Cf x

x x x
  

0

1
lnC x C

x
 
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3. 求不定积分

解：

3 1
d

1

x

x

e
x

e




3 1

d
1

x

x

e
x

e




( 1)

d
1

x

x

e
x

e





2( 1)x xe e 

2( 1)dx xe e x  

21

2
x xe e x C   
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二、第二类换元法

第二节

一、第一类换元法 (凑微分法)
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换元积分法

 第四章 



第二类换元法

第一类换元法

[ ( )] ( )df x x x  ( )df u u

 换元法思想的来源—复合函数的微分法则 
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设 ( ) ( ) ,F u f u  ( )u x 可导,

[ ( )] ( )df x x x  
[ ( )]F x C  ( )( )d u xf u u  ( )( ) u xF u C  

d [ ( )]F x  [ ( )] ( )df x x x 

则有

d [ ( )]F x 



一、第一类换元法

[ ( )]F x C 

定理1. ,)()( uFuf 有原函数设 ,)( 可导xu 

则有换元公式

[ ( )] ( )df x x x   ( )df u u ( )u x

[ ( )]d ( )f x x 即 [ ( )] ( )df x x x  

凑微分法
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[ ( )]F x C 



( ) ( )

( ) [ ( )] ( )

g x dx g x

g x f x x 

设要求 ,若函数 可化为 

的形式，

( ) ( )

( ) ( )

g x f u

f u g x

  这样，函数 的积分就转化为函数 的积分。如果

能求得 的原函数，那么也就得到了 的原函数。

如何应用第一类换元法？

( )
( ) [ ( )] ( ) ( )

u x
g x dx f x x dx f u du


 



      那么 



例1.求

ue C 

2xe C 

2

2 d .xxe x
解:

due u 

2 2d( )xe x 原式
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2u x令 



例2.求

3

2
1

3
u C  

2
3

2
1

(1 )
3

x C   

21 d .x x x

解:

1
d

2
uu  

2 21
1 d(1 )

2
x x   原式
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21u x 令 



例3.求 tan dx x

解:
sin

d
cos

x
x

x
dcos

cos

x

x
 

ln cos x C  

cot dx x 
cos d

sin

x x

x

ln sin x C 

dsin

sin

x

x
 

tan dx x 
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类似地

在对变量代换熟练以后，就不必写出中间变量      了u



例4.求 ( ) d ( 1, 0)max b x m a   

解: 原式 =
1

( )max b
a

 d( )ax b

1

a
 11

( )
1

max b C
m

  


11
( )

( 1)
max b C

a m
  



注:当 1m   时

d x

ax b



1

ln ax b C
a

 
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2
2

1 d

1 ( )

x

xa

a






例5.求
2 2

dx

a x

解:
2 2

dx

a x

1
arctan

x
C

a a
 

想到公式

2

d

1

u

u

arctanu C 

2

d( )
1

1 ( )

x

a
xa

a





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例6.求
2 2

d
( 0)

x
a

a x





2

d

1

u

u



想到 arcsinu C

解:
2

d

1 ( )

x

x
a

a



2

d ( )

1 ( )

x

a

x

a






arcsin
x
C

a
 

2 2

dx

a x




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1
ln

2

x a
C

a x a


 



例7.求
2 2

dx

x a

解: 2 2

1

x a


( )( )x a x a 

( ) ( )x a x a  1

2a


1 1 1
( )

2a x a x a
 

 

∴  原式 =
1

2a





d dx x

x a x a


  




1

2a


 



d( )x a

x a









1

2a
 ln x a ln x a   C

d( )x a

x a





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常用的凑微分形式: 

(1) ( )df ax b x  ( )f ax b d( )ax b
1

a

1(2) ( ) dn nf x x x  ( )nf x d nx
1

n

1
(3) ( ) dnf x x

x
 ( )nf x d nx

1

n

1
nx

(4) (sin )cos df x x x  (sin )f x dsin x

(5) (cos )sin df x x x  (cos )f x dcos x
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2(6) (tan )sec df x x x  (tan )f x dtan x

(7) ( ) dx xf e e x  ( )xf e d xe

1
(8) (ln ) df x x

x
 (ln )f x dln x

例8.求
d

(1 2ln )

x

x x

1 2ln x
dln x

解:原式 =
1

2 1 2ln x



d(1 2ln )x

1
ln 1 2ln

2
x C  
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例10.求

2
d .

1

x

x

e
x

e

3

d
xe
x

x


解:原式 = 32 dxe x
32

d(3 )
3

xe x 
32

3
xe C 
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例9. 求

2

1
d

1 ( )
x

x
e

e






例11.求
d

1 x

x

e
解法1

d

1 x

x

e
(1 )

d
1

x x

x

e e
x

e

 


 dx 
d(1 )

1

x

x

e

e





x ln(1 )xe C  

解法2 
d

1 x

x

e
d

1

x

x

e
x

e







d(1 )

1

x

x

e

e






 


ln(1 )xe C   

ln(1 ) ln[ ( 1)]x x xe e e      两法结果一样
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21
(1 2cos 2 cos 2 )

4
x x  

例12 求
4 3cos d , cos d .x x x x 

解: 4 2 2cos (cos )x x 21 cos 2
( )

2

x


1 1 cos 4
(1 2cos 2 )

4 2

x
x


  

1 3 1
( 2cos 2 cos4 )

4 2 2
x x  

4cos dx x 
1 3 1

( 2cos 2 cos4 )d
4 2 2

x x x 


1

4


3
d

2
x cos 2 d(2 )x x 

1
cos 4 d(4 )

8
x x 

3

8
x

1
sin 2

4
x

1
sin 4

32
x C
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例13.求 sin cos 3 dx x x
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1
cos [sin( ) sin(si

2
n )]        



例14.求 6sec dx x

解:原式 = 2 2 2(tan 1) secx xdx  xtand

4 2(tan 2tan 1) dtanx x x  

51
tan

5
x

32
tan

3
x tan x C

机动   目录   上页   下页   返回   结束 



1 1 1
( )dsin

2 1 sin 1 sin
x

x x
 

 

例15.求 sec dx x
解法 1 

sec dx x 2

cos
d

cos

x
x

x
  2

dsin

1 sin

x

x




1
ln 1 sin

2
x  ln 1 sin x C  

1 1 sin
ln

2 1 sin

x
C

x


 



机动   目录   上页   下页   返回   结束 



sec tanx x




解法 2 sec dx x
sec

d
x

x  sec tanx x
(sec tan )x x

2sec sec tan
d

sec tan

x x x
x

x x





d(sec tan )x x

ln sec tanx x C  
同样可证

csc dx x ln csc cotx x C  

或 csc dx x ln tan
2

x
C 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 



例16.求

2

arctan
d

(1 ( ) )

x
x

x x
 2

arctan
2 d

(1 ( ) )

x
x

x





2 arctan d(arctan )x x 

4

arctan sin cos
(1) d (2) d

1 sin(1 )

x x x
x x

xx x 
 

解(1)原式 =

(2)原式 =

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

2 2

sin
d(sin )

1 (sin )

x
x

x
2

2 2

1 1
d(sin )

2 1 (sin )
x

x




2(arctan )x C 

21
arctan(sin )

2
x C 



思考与练习 1.下列各题求积方法有何不同?

d
(1)

4

x

x 2

d
(2)

4

x

x

2
(3) d

4

x
x

x
2

2
(4) d

4

x
x

x

2

d
(5)

4

x

x

2

d
(6)

4

x

x x


d(4 )

4

x

x





2

d( )1 2
2

1 ( )
2

x

x





2

2

1 d(4 )

2 4

x

x






 2

4
1 d

4
x

x
 




1

4
 

1 1

2 2x x


  dx

24 ( 2)x


 


d( 2)x 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 



10

1
d

( 1)
x

x x




2. 求 10

d

( 1)

x

x x 
提示:

法1

法2

法3

10

d

( 1)

x

x x 
10) x

10

d

( 1)

x

x x  10 10( 1)x x




10

d

( 1)

x

x x  11 10

d

(1 )

x

x x


 101 x




10d x1

10

10(x 

10d(1 )x1

10



作业   目录   上页   下页   返回   结束 



3. 证明递推公式
1

2

tan
tan d ( 2)

1

n
n

n n

x
I x x I n

n



   


证:
2 2tan (sec 1)dn

nI x x x 
2tan d(tan )n x x 

1tan

1

n x

n






2nI 

2nI 

注:
0nI I  或

1I

0I  ,x C 1I  ln cos x C 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 



二、第二类换元法 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

第一类换元法解决的问题

难求 易求

[ ( )] ( )df x x x  ( )df u u  ( )u x

若所求积分

[ ( )] ( )df x x x  易求,

则得第二类换元积分法.

难求，( )df u u

常用的第二类换元法有

         三角代换，倒代换，根式代换



( )F x C 

)()]([)( ttft  

定理 2.设 ( )x t 是单调可导函数, 且 ( ) 0 ,t  

[ ( )] ( )f t t   具有原函数,

1 ( )
( )d [ ( )] ( )d

t x
f x x f t t t


  

 
.)()(1 的反函数是其中 txxt   

证: 的原函数为设 )()]([ ttf   ( ) ,t 令
1( ) [ ( )]F x x  

则 ( )F x 
d

dt

 d

d

t

x
 [ ( )] ( )f t t  

1

( )t



( )f x

( )df x x 
1[ ( )]x C   

Ct  ][ )(1 xt  1 ( )
[ ( )] ( )d

t x
f t t t


  

 
机动   目录   上页   下页   返回   结束 

则有换元公式



例17.求 2 2 d ( 0)a x x a 
解:令 sin , ( , ) ,

2 2
x a t t

 
   则

2 2 2 2 2sina x a a t   cosa t

d cos dx a t t

∴  原式 cosa t  cos da t t
2 2cos da t t 

 2a C 
sin 2

2 4

t t


a x

2 2a x

t

arcsin
x

a

2 21

2
x a x C  

2

2

a


sin 2 2sin cost t t 2
x

a


2 2a x

a




机动   目录   上页   下页   返回   结束 



例18.求
2 2

d
( 0)

x
a

x a





解: ,时当 ax  令 sec , ( 0 , ) ,
2

x a t t


  则

2 2 2 2 2secx a a t a   tana t

dx  sec tan da t t t

∴  原式
                  

dt 
sec tana t t

tana t
sec dt t 

1ln sec tant t C  
a

2 2x a
t

1ln                        C 

2 2ln x x a C    1( ln )C C a 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

2 2x a

a

x

a


x



,时当 ax  令 ,x u  ,au 则 于是

2 2

dx

x a
 2 2

du

u a
 




2 2ln x x a C   
2 2

dx

x a
，时ax 

2 2
1ln u u a C    

2 2
1ln x x a C     

2

12 2
ln

a
C

x x a
  

  

1( 2 ln )C C a  2 2ln x x a C   

机动   目录   上页   下页   返回   结束 



例19.求
2 2

d
( 0)

x
a

x a





解:令 tan , ( , ) ,
2 2

x a t t
 

   则

2 2 2 2 2tanx a a t a   seca t
2d sec dx a t t

∴  原式
             

 
2seca t

seca t
d t sec dt t 

1ln sec tant t C  

a

x
2 2x a

t

ln
2 2

( )
x a x

a a




1( ln )C C a 2 2ln( )x x a C   

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

1C



原式
1

2 2 2( 1)a t  2

1

2a

例20.求
2 2

4
d

a x
x

x




解:令
1

,x
t

 则
2

1
d dx t

t
 

原式   2

1
d t

t




1
2 2 2( 1) da t t t  

,0时当 x

2

2

4

1

1

a
t

t



3
2 2 2

2

( 1)

3

a t
C

a


  

当 x < 0 时, 类似可得同样结果.

3
2 2 2

2 3

( )

3

a x
C

a x


  

2 2d( 1)a t 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

sin ( ( ,0) (0, )),
2 2

x a t t
 

   也可令  



例21.求
2 2 2

dx

x x a


解:令
1

( 0),x x
t

  得

原式
2 2

d
1

t
t

a t
 




2 2

2 2 2

1 d( 1)

2 1

a t

a a t


 




2 2

2

1
1a t C

a
   

2 2

2

x a
C

a x


  

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

当 x < 0 时, 类似可得同样结果.

tan ( ( ,0) (0, )),
2 2

x a t t
 

   也可令  



例22 
1

1 x
dx

e


2

2

1 1, 1 ,

2
,

1

x xe t e t

t
dx dt

t

  




令 ＝ 则 ＝

从而 

1
ln | |

1

t
C

t


 



2

2

1
dt

t


原式

解：

1 1
ln | |

1 1

x

x

e
C

e

 
 

 



小结:

1. 第二类换元法常见类型:   

(1) ( , )d ,nf x ax b x 令 nt ax b 

(2) ( , )d ,n
ax b

f x x
cx d



 令 n
ax b

t
cx d






2 2(3) ( , )d ,f x a x x 令 sinx a t 或 cosx a t

2 2(4) ( , )d ,f x a x x 令 tanx a t 或 shx a t

2 2(5) ( , )d ,f x x a x 令 secx a t 或 chx a t

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

第
四
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(16) tan dx x 

(17) cot dx x 

(18) sec dx x 

(19) csc dx x 

ln cos x C 

ln sin x C

ln sec tanx x C 

ln csc cotx x C 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

2. 基本积分公式 (二)

(6)  分母中因子次数较高时, 可试用 倒代换 



2 2

1
(20) d x

a x




2 2

1
(21) d x

a x





2 2

1
(23) d x

x a





2 2

1
(22) d x

x a




1
arctan

x
C

a a


1
ln

2

x a
C

a x a






arcsin
x
C

a


2 2ln( )x x a C  

2 2

1
(24) d x

x a



 2 2ln x x a C  

  下页   



2

d

2 3

x

x x 

解:原式
2

1
d

( 1) 2
x

x


  2)2(
)1(d x

1

2
 arctan

1

2

x 
C

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

例23.求



例24.求

2 2

d

(1 )xx

x

e e





2

d

1

x

x x 


解:原式 =
2 2

d ( )

( ) ( )
 1

2
x 5

2

1

2
x 

2 1
arcsin

5

x
C


 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

例25.求
2

d

1x

x

e 


解:原式

2

d

1

x

x

e

e




 


 arcsin xe C  

2

d

1

x

x

e x

e











2

3

1
1) d

1
x x

x 


备用题  1.求下列积分:



3

3

1 1
d( 1)

3 1
x

x
 




32
1

3
x C  

2

2 3
2) d

1 2

x
x

x x



 
 2

d
1 2

x
x x


 


(2 2 )x

2

2

d(1 2 )

1 2

x x

x x

 
 

 
 5

                    
  22 ( 1)x 

d( 1)x 

22 1 2x x   
1

5arcsin
2

x
C


 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

5



2. 求不定积分

解：

2

2

2sin cos 1 sin
d

2 sin

x x x
x

x





利用 凑微分法,

2

2

1 sin

2 sin

x

x



原式 =
2d(1 sin )x

令 21 sint x 

2

2

2
d

1

t
t

t


 2

1
2 (1 )d

1
t

t
 


2( arctan )t t C  

2 22 1 sin arctan 1 sinx x C     
 

得

机动   目录   上页   下页   返回   结束 



分子分母同除以

3. 求不定积分

解:

2 2

1
d

(1 ) 1
x

x x 


令 sin ,x t 2 21 1 sin ,x t   d cos dx t t

原式
2

cos
d

(1 sin )cos

t
t

t t


 2

1
d

1 sin
t

t



2cos t

2

1
dtan

1 2tan
t

t




2

1
d tan

1 ( 2 tan )
t

t



 2

1

2
1

arctan( 2 tan )
2

t C 
2

1 2
arctan

2 1

x
C

x
 



机动   目录   上页   下页   返回   结束 

2

2 2

sec
d

sec tan

t
t

t t






第三节

由导数公式 ( )uv u v uv   

分部积分公式
d duv x uv u v x   

或 d du v uv v u  

1)  v 要容易求得;

2) d dv u u v 要比 容易积出.

( d ) :u v v选取 及 或 的原则

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

分部积分法
 第四章 

( )uv uv u v   



例1.求 ln dx x

解:    原式 lnx x d(ln )x x

lnx x x C  

ln dx x x  

1
ln dx x x x

x
  

机动   目录   上页   下页   返回   结束 



例2.求

1
2 22

1
arccos (1 ) d(1 )

2
x x x x



   

arccos dx x
解: 原式 =

2arccos 1x x x C   

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

2
arccos d

1

x
x x x

x
 




思考:  arcsin xdx求 

arccos arccosx x xd x 



例3.求

2
2

2

2
ln(1 )

1

x
x x dx

x
  



2ln(1 ) dx x

解: 原式 =

2

2

1
ln(1 ) 2 (1 )

1
x x dx

x
   



2ln(1 ) 2( arctan )x x x x C    

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

2 2ln(1 ) ln(1 )x x xd x  



例4.求

dsinx x 

cos dx x x
解:    原式

sinx x sin dx x
sin cosx x x C  

思考:如何求 2sin d ?x x x
提示: 原式

2 cosx x  2 cos dx x x 


机动   目录   上页   下页   返回   结束 

2 dcosx x  2 2[ cos cos d( )]x x x x   



例5.求

21
arctan d( )

2
x x 

21
arctan

2
x x

arctan dx x x
解:   原式

21
arctan

2
x x

2

2

1
d

2 1

x
x

x




21
arctan

2
x x

2

1 1
(1 ) d

2 1
x

x
 



21
arctan

2
x x

1
( arctan )

2
x x C  

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

21
d(arctan )

2
x x



解题技巧: :的一般方法及选取 vu 

把被积函数视为两个函数之积,按“反对幂指三”的

顺序, 前者为  后者为u .v

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

反: 反三角函数
对: 对数函数
幂: 幂函数
指: 指数函数
三: 三角函数



例6.求

sin d xx e 
sinxe x cos d xx e

sin dxe x x
解: 原式 sinxe x cos dxe x x

sinxe x ( cos sin d )x xe x e x x  

故  原式 =
1

(sin cos )
2

xe x x C 

说明: 也可设 ,xu e v  为三角函数,但两次所设类型

必须一致.  
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思考: 求 cosxe xdx

sin cos sin dx x xe x e x e x x   



例7    求积分 sin(ln )x dx

解:  dxx)sin(ln sin(ln ) [sin(ln )]x x xd x  
1

sin(ln ) cos(ln )x x x x dx
x

  
sin(ln ) cos(ln )x x x dx  

 dxxxxx )sin(ln)]cos(ln)[sin(ln

 dxx)sin(ln .)]cos(ln)[sin(ln
2

Cxx
x



思考:  cos(ln )x dx求
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例8.求

2sec tan sec tan dx x x x x  

3sec dx x
解: 原式 sec tanxd x 

3sec tan ln | sec tan | secx x x x xdx   

Cxxxx  |)tansec|lntan(sec
2

1
, 原式从而

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

3sec tan sec secx x xdx xdx   

思考:  3csc xdx求

sec tan tan d secx x x x  



例9.求

lncos dtanx x

2

lncos
d

cos

x
x

x

解:原式 =

tan lncosx x  2tan dx x

tan lncosx x 
2(sec 1) dx x 

tan ln cosx x  tan x x C  
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tan lncos tan d(lncos )x x x x   



例10.已知 ( )f x 的一个原函数是
cos

,
x

x
求 ( )dx f x x

解: ( )dx f x x d ( )x f x 
( )x f x ( )df x x

x 
cos x

x

cos x
C

x
 

sin x  
cos

2
x
C

x


说明:此题若先求出 ( )f x 再求积分反而复杂.
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( )dx f x x  2

2sin 2cos
cos d

x x
x x

x x

 
   
 




例11. 求 dxe x



内容小结 

分部积分公式 d duv x uv u v x   
1. 使用原则: xvuv d 易求出, 易积分

2. 使用经验: “反对幂指三” , 前  u  后 v

3. 题目类型:

分部化简; 循环解出;
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第四节
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一、有理函数的积分

二、可化为有理函数的积分举例

有理函数的积分

 第四章 



一、 有理函数的积分

( )
( )

( )

P x
R x

Q x


                                          


1
0 1

n n
na x a x a  

1
0 1

m m
mb x b x b  

有理函数:

m n 时, ( )R x 称为假分式; m n 时, ( )R x  称为真分式

   假分式
相除

多项式 + 真分式
分解

其中 部分分式 的形式为

2
;

( ) ( )n n

A Bx C

x a x p x q



  
2( N , 4 0 )n p q  

若干 部分分式 之和
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假分式的分解

00 0a b 



例1.将下列真分式分解为部分分式: 2

1
(1) ;

( 1)x x 

解:
2 2

1

( 1) 1 ( 1)

A B C

x x x x x
  

  

21 ( 1) ( 1)A x Bx x Cx    
2( ) ( 2 )A B x A B C x A      

1

1

1

A

B

C




 
 

2

1 1 1

1 ( 1)x x x
  

 
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确定部分分式系数的方法: 待定系数法

0

2 0

1

A B

A B C

A

 

   
 

通分，去分母得

比较系数得 从而

故 原式



2

2
(2) .

( 1)( 2)

x

x x



 

解：设 2 2

2

( 1)( 2) 1 2

x A Bx C

x x x x

 
 

   

通分,去分母得: 22 ( 2) ( 1)( )x A x x Bx C     

22 ( ) ( ) (2 )x A B x B C x A C      即

比较恒等式两边的系数,得方程组,

0

1

2 2

A B

B C

A C

 


 
   

1, 1, 0A B C  即 －

2

1

1 2

x

x x
  

 
原式



2

4 2 1

5 5 5 .
1 2 1

x

x x

 
 

 

2

1
(3)

(1 2 )(1 )x x 

21 (1 ) ( )(1 2 ),A x Bx C x    

21 ( 2 ) ( 2 ) ,A B x B C x C A     

2 0,

2 0,

1,

A B

B C

A C

 


 
  

4 2 1
, , ,

5 5 5
A B C    

2
,

1 2 1

A Bx C

x x


 

 

2

1

(1 2 )(1 )x x


 

整理得

解：设原式



四种典型的部分分式的积分: 

2

B

lnA x a C  

( 1)n 1( )
1

nA
x a C

n
  



1. d
A

x
x a

2. d
( )n
A

x
x a
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2
3. d

Bx C
x

x px q



 

2
4. d

( )n
Bx C

x
x px q



 
2( 4 0, 1)p q n  

变分子为 

(2 )x p
2

B p
C 

再分项积分 



例2.求 2

2
d

2 3

x
x

x x



 

解: 原式
2

d
2 3

x
x x


 

1
(2 2) 3

2
x  

2

2

1 d( 2 3)

2 2 3

x x

x x

 


 

21
ln 2 3

2
x x  

2 2

d( 1)
3

( 1) ( 2)

x

x




 


3 1
arctan

2 2

x
C


 

思考:如何求
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2 2

2
d ?

( 2 3)

x
x

x x



 



例3.求 2

d
.

(1 2 )(1 )

x

x x 

解: 已知

2

1

(1 2 )(1 )x x 
1

5


 



4

1 2x 2

2

1

x

x



2

1

1 x


  

2 d(1 2 )

5 1 2

x

x


 

原式
2

2

1 d(1 )

5 1

x

x




 2

1 d

5 1

x

x




2
ln 1 2

5
x 

21
ln (1 )

5
x 

1
arctan

5
x C 

例1(3)   目录   上页   下页   返回   结束 



2 2
d

( 1)( 4)
x

x x


 
2 2( 1) ( 4)x x  

例4.求

3 2

4 2

2 2 5 5
d

5 4

x x x
I x

x x

  


 
3

4 2

2 5
d

5 4

x x
I x

x x




 
2

4 2

2 5
d

5 4

x
x

x x




 
4 2

4 2

1 d( 5 4)

2 5 4

x x

x x

 


 

4 21
ln 5 4

2
x x  

1
arctan

2 2

x
 arctanx C 

解:
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说明:  将真分式分解为部分分式进行积分虽可行,

但不一定简便, 要注意观察被积函数的特点寻求

简便的方法. 



二 、可化为有理函数的积分举例

设 (sin , cos )R x x 表示三角函数有理式,

(sin , cos )dR x x x

令 tan
2

x
t  万能代换

t 的有理函数的积分
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1.三角函数有理式的积分

则



例5.求
1 sin

d
sin (1 cos )

x
x

x x





解:令 tan ,
2

x
t  则
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2 2

2sin cos
2 2sin

sin cos
2 2

x x

x
x x



 2

2tan
2

1 tan
2

x

x



2

2

1

t

t




2 2

2 2

cos sin
2 2cos

sin cos
2 2

x x

x
x x






2

2

1 tan
2

1 tan
2

x

x






2

2

1

1

t

t






dx 
2

2
d

1
t

t



1 sin
d

sin (1 cos )

x
x

x x





                       
 

2

2
1

1

t

t




2

2

1

t

t

2

2

1
(1 )

1

t

t






2

2
d

1
t

t



1 1
2 d

2
t t

t

 
   

 


1

2


 



21

2
t 2 t ln t C





21
tan

4 2

x
 tan

2

x


1
ln tan

2 2

x
C 
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例6.求
2 2 2 2

d
( 0)

sin cos

x
ab

a x b x




解: 
                       

 原式
2

1
d

cos
x

x
2 2 2tana x b

2
2 2

1 d tan

tan ( )

x

ba
x

a






1
arctan( tan )

a
x

a b b
 C

说明: 通常求含 2 2sin , cos sin cosx x x x及

的积分时, tant x 往往更简便.

的有理式

用代换
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例7.求 2

1
d ( 0)

( sin cos )
x ab

a x b x




解:

tant x令

原式
d

                                   

x
  2( tan )a x b 2cos x

2

d

( )

t

a t b



1

( )
C

a a t b
  



1

( tan )
C

a a x b
  


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2.简单的无理函数的积分

( , )d ,nR x ax b x 令 nt ax b 

( , )d ,n
ax b

R x x
cx d



 令 n
ax b

t
cx d






被积函数为简单根式的有理式,可通过根式代换 

化为有理函数的积分. 例如:
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( , , )d ,n mR x ax b ax b x 

,pt ax b 令 ., 的最小公倍数为 nmp



例8.求
3

d

1 2

x

x 


解: 令 3 2 ,u x  则
3 2 ,x u  2d 3 dx u u

原式
1 u




23u
du

2( 1) 1
3 d

1

u
u

u

 



1

3 ( 1 )d
1

u u
u

  


3 21

2
u u ln 1 u   C

23
3

( 2)
2

x 
33 2x 

33 ln 1 2x   C
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例9.求
3

dx

x x


解:为去掉被积函数分母中的根式,取根指数 2,3 的

最小公倍数 6, 6 ,x t 则有

原式
3 2t t



56 dt t

2 1
6 ( 1 )d

1
t t t

t
   



6 31

3
t 21

2
t t ln 1 t   C

3 6 62 3 6 6ln( 1 )x x x x C     

令
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3

6 d
1

t
t

t






例10.求
1 1

d
x
x

x x




解:令 1
,

x
t

x


 则

2

1
,

1
x

t


 2 2

2 d
d

( 1)

t t
x

t






原式
2( 1)t t  2 2

2
d

( 1)

t
t

t





2

2
2 d

1

t
t

t
 

 2 t 
1

ln
1

t

t





C

1
2

x

x


  ln 2 2 ( 1) 1x x x C    
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内容小结

   1. 有理函数的积分

有理函数

分解

多项式及部分分式之和

三角函数有理式
万能代换

简单的无理函数

三角代换根式代换

2. 有理函数的积分按照上述方法虽然可以积出,

但不一定简便, 

要注意综合使用基本积分法, 简便计算.
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tan
2

x
t 



备用题 1. 求不定积分

解：

6 2

1
d

(1 )
x

x x

令
1

,t
x

 则
1

,x
t


2

1
d dx t

t
  故

6 2

1
d

(1 )
x

x x



1


6

1

t 2

1
(1 )

t


2

1
( )d t
t


6

2
d

1

t
t

t
 



4 2

2

1
( 1 )d

1
t t t

t
    


51

5
t  31

3
t t arctan t C 

5 3

1 1 1 1
arctan

5 3
C

x x x x
     
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分母次数较高,
宜使用倒代换.



2. 求不定积分

解：

1 sin
d

3 cos

x
x

x





原式 =

tan
2

x
u 前式令

1
d

3 cos
x

x
sin

d
3 cos

x
x

x




2

2

1

1
3

1

u

u








2

2
d

1
u

u



2

1
d

2
u

u



1

arctan
2 2

u


1
d(3 cos )

3 cos
x

x
 



ln 3 cos x 

;  后式凑微分

ln 3 cos x C  

1 1
arctan( tan )

22 2

x
 ln 3 cos x C  
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