
第一节  定积分的概念

一、引例

二、定积分的概念

第五章  定积分及其应用
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一、引例

a b x

y

o

?A

x轴与两条直线 ax  、 bx  所围成。 

)(xfy 

1.曲边梯形的面积

a b x

y

oa b x

y

o

用矩形的面积 近似代替 曲边梯形的面积

小矩形越多, 小矩形的总面积就越接近曲边梯形的面积。

(四个小矩形) (九个小矩形)

曲边梯形:
)0)()((  xfxfy

由连续曲线
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计算曲边梯形面积的方法:

0 1 2 1 ,n na x x x x x b      

在区间 [a,b] 内 任意 插入 n-1 个分点,

将 [a,b] 分成 n 个小区间 ],,[ 1 ii xx 

1 ,i i ix x x    ni ,,2,1 

a b x

y

o

长度为 用直线 ix x

将曲边梯形分成 n 个窄曲边梯形.

ix1x 1ix 1nx
i

在每个小区间上 任取一点 ,i

为高的小矩形，

以为底，作以 )(],[ 1 iii fxx 

( )i if x 

以此来 近似代替 相应的窄曲边梯形的面积 .iA

其面积为 iA 

（1）“分割”

（2）“代替”
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i

n

i
i xfA  )(

1



得曲边梯形面积的近似值

i

n

i
i xf 



)(
1

将上述小矩形的面积求和

0
1

lim ( )
n

i i
i

A f x







 

时，

即小区间的最大长度当分割无限加细

0},,max{

,

21  nxxx  

曲边梯形的面积为

 0 n   

（3）“求和”

（4）“取极限”
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2. 变速直线运动的路程

设某物体作直线运动，已知速度 v=v(t) 是

时间间隔 [T1 ,T2] 上 t 的一个连续函数，且 v(t)  0，

求物体在这段时间内所经过的路程。

21101 TtttttT nii  

)( iv 
（1）“分割”

1i i it t t   
( )i i is v t （2）“代替”

（3）“求和”
1

( )
n

i i
i

s v t


 
（4）“取极限” },,,max{ 21 nttt  

0
1

lim ( )
n

i i
i

s v t







 路程的 精确值
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上述两个问题的 共性:

• 解决问题的方法步骤相同.

• 所求量极限结构式相同. 特殊乘积和式的极限

i

n

i
i xfA  

 10
)(lim 


i

n

i
i tvs  


)(lim

10




（1）“分割” （2）“代替”

（3）“求和” （4）“取极限”

• 都决定于一个函数及其自变量的变化区间.
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二、定积分的概念

1. 定义

设f (x)在[a, b]上有定义,
bxxxxxxa nni  1210 

，任取 )( 1 iiii xx  

i

n

i
in xfA  



)(
1

和式

,1 iii xxx令

时只要 0}{max
1




i
ni

x

总 趋于确定的极限 I,

则称 极限值 I 为函数 f (x) 在区间 [a, b] 上的 定积分，

xxf
b

a
d )(记作

在[a, b]中 任意 插入若干个分点

Back
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即 
b

a
xxf d)( ii

n

i

xf 


)(lim
10



 

被
积
函
数

被
积
表
达
式

积
分
变
量

积分区间],[ ba积分上限

积分下限

积分和

说明：(1) 定积分仅与 被积函数 及 积分区间 有关,

而与 积分变量 用什么 字母 表示 无关, 即


b

a
xxf d)( 

b

a
ttf d)( 

b

a
uuf d)(

由定积分的定义，前面两例分别为

2

1

( ) d
T

T
s v t t 路程 ( )d

b

a
A f x x 曲边梯形的面积 

8



2．可积的充分条件

（1）

（2）

注：f (x) 在 [a, b] 上有界是可积的必要条件，不是充分条件。

为无理数

为有理数

x

x
xD     

0

1
)(





 有界但不可积

上连续在函数 ],[)( baxf ( ) [ , ]f x a b在 上可积

,],[)( 上有界在函数 baxf 且只有有限个间断点

( ) [ , ]f x a b在 上可积

（3） ( ) [ , ]f x a b函数 在 上单调 ( ) [ , ]f x a b在 上可积

如                                

(2)  如果 )( xf 在区间 ],[ ba 上的定积分存在， 

则称 )( xf 在区间 ],[ ba 上 可积。 
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3．定积分的几何意义

,0)( xf  
b

a
Axxf d)( 曲边梯形的面积

,0)( xf  
b

a
Axxf d)( 曲边梯形的面积的相反数

4321d)( AAAAxxf
b

a 



 
1A

2A
3A

4A

( )

,

x f x

x a x b 

定积分是介于 轴、函数 的图形及两条

直线 之间的面积的 代数和，
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11


b

a
xm d

 
a

xxa
0

22 d


1

1

3 d xx



例1. 利用 定义 计算定积分 xx
a

d
0

2


解:
2( ) [0, ] , ,f x x a  在 上连续 所以可积

将 ],0[ a n等分, 分点为
n

ia
xi  ，( 1,,2,1  ni  )

  iii x
n

a
x   ，取小区间长度





n

i
ii xf

1

)(则





n

i

i
n

a

1

2
3

3

)]
1

2)(
1

1(
6

[limd
3

0

2

nn

a
xx

n

a



所以

o a x

y

n
ia

2xy 

n
a

n
a2





n

i n

a

n

ia

1

2)(

6

)12)(1(
3

3 


nnn

n

a

3

3a

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例2. 将下列极限表示成定积分的形式。

)
21

(lim)1(
222222 nn

n

n

n

n

n

n 








nnn

n

n

n

n

n

n

1
)

21
(lim

22

2

22

2

22

2















n

n

i

n

in

1

)(1

1
lim

1 2




 






1

0 21

d

x

x

 i

Δxi

上式看成函数          在区间[0, 1]上的积分和式21

1

x
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1 1 1
(2) lim( )

1 2n n n n n
     

  

)

1

1

2
1

1

1
1

1
(

1
lim

n

n

nn

nn













1

1 1
lim

1

n

n
i

i n

n




 




 i

Δxi

 


1

01

d

x

x
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第二节  定积分的性质

对定积分的 补充规定:

( )d ( )d
b a

a b
a b f x x f x x   当 时,

( )d 0
b

a
a b f x x 当 时，

说明: 在下面的性质中，假定定积分都存在，

且不考虑积分上下限的大小。

对要求上限大下限小的性质会注明。
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性质1

（此性质可以推广到有限多个函数作和的情况）

 
b

a

b

a

b

a
xxgxxfxxgxf d)(d)(d)]()([

证: iii

n

i

xgf 


)]()([lim
10

 


左端

ii

n

i
ii

n

i

xgxf 


)(lim)(lim
1010





= 右端

性质2 xxfkxxfk
b

a

b

a
d)(d)(   ( k 为常数)
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 
b

c

c

a

b

a
xxfxxfxxf d)(d)(d)(

性质3 不论 a, b, c 的相对位置如何, 

证:  当 bca  时,

因 )(xf 在 ],[ ba 上可积 ,

所以在分割区间时, 可以永远取 c 为分点 , 于是


],[

)(
ba

ii xf   
],[

)(
ca

ii xf  
],[

)(
bc

ii xf 

a bc

0令


b

a
xxf d)( 

c

a
xxf d)( 

b

c
xxf d)(

17



a b c

当 a , b , c 的相对位置任意时,  例如 ,cba 

则有


c

a
xxf d)( 

b

a
xxf d)( 

c

b
xxf d)(


c

a
xxf d)(

b

a
xxf d)( 

c

b
xxf d)(


c

a
xxf d)( 

b

c
xxf d)(

（定积分对于积分区间具有可加性）
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性质4

推论.  若在 [a , b] 上 ,)()( xgxf  则

xxf
b

a
d)( )(d)( baxxg

b

a
 

)(0d)(

0)(],[

baxxf

xfba

b

a




则

，上，如果在区间

性质5 xxf
b

a
d)( xxf

b

a
d)(  )( ba 

)(d )()( abMxxfabm
b

a
 则

若 m, M是 f (x) 在 [a, b] 上的最小值，最大值，性质6

（此性质可用于估计积分值的范围）

Back
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性质7（积分中值定理）

,],[)( baCxf 若 则至少存在一点 ,],[ ba 使得

))((d)( abfxxf
b

a
 

证: ,,],[)( Mmbaxf 别为上的最小值与最大值分在设

则由 性质 6 可得

Mxxf
ab

m
b

a



  d)(

1

由闭区间上连续函数的介值定理知,

[ , ],a b  使得

xxf
ab

f
b

a
d)(

1
)( 


因此定理成立.

积分中值公式

至少存在一点

Back
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可把 )(
d)(

f
ab

xxf
b

a






。上的平均值在理解为 ],[)( baxf

故它是有限个数的平均值概念的推广。

ab

xxf
b

a



 d)(
因

n

ab
f

ab

n

i
i

n





 


)(lim

1

1



)(
1

lim
1




n

i
i

n
f

n


x

y

o a b

)(f

积分中值公式 的几何解释：
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推广的积分中值定理

 
b

a

b

a
xxgfxxgxf  d )()(d )()( 

设 f (x) 在 [a,b] 上连续,  g(x) 在 [a,b] 上连续且不变号，

则存在 [a,b] 使得

22



1 1

0 0
d (1 )  dxe x x x  于 是  

，10  x

xe x  1说明

( ) 1 ,xf x e x  令 

,01)(  xexf则有

之大小。与比较 xxxe x d )1(d
1

0

1

0  例1.

xe x  1又

解:

( ) (0) 0f x f 所以 
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,cossin2)( xxxf 

0)
2

,
3

()(  xxf 内的驻点为在


2)
2

(,1)0(,
4

7
)

3
( 


fff

2

3

25 5
(1 sin ) d

6 3
x x









  于是有 

估值。对 xx d )sin1(2

3

2
 


例2.

解:

,2,1  Mm

,sin1)( 2 xxf 
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例3.设f (x)在[0,1]上可微,且满足 ,d)(2)1(
2/1

0 xxxff

( )
(0,1) ( )

f
f


 


  试证存在 ，使得 

分析： 0)()(
)(

)(  



 ff

f
f欲证

0))((  xxxf

由 积分中值定理


2/1

0
d)(2)1( xxxff

)()( xxfxF 令 )1()1( fF 证明：

( ) [ 1]F x 由题设知 在 ，上满足罗尔定理的条件，

( ,1) (0,1) ( ) 0F    故存在一点 ，使得 

( ) ( ) ( ) 0F f f      即 





)(
)(

f
f 

)(F

1
( ), [0 ]

2
f    ，
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第三节  微积分基本定理

一、积分上限的函数及其导数

二、微积分基本定理

1



在变速直线运动中, 已知位置函数 )(ts

与速度函数 )(tv 之间有关系: )()( tvts 

],[ 21 TT 内经过的路程为

ttv
T

T
d)(

2

1


这种 定积分 与 原函数 的关系具有普遍性。

的原函数是这里 )()( tvts

)()( 12 TsTs 
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一、积分上限的函数及其导数

,],[)( baCxf 设 ],,[ bax定义

上的在考察 ],[)( xaxf )(xfy 

xbao

y

x

x 在 [a, b] 上任意取定一个值时，

上面的定积分有唯一确定的值与之对应，

这样，在 [a, b] 上定义了一个新的函数  (x)         


x

a
ttfx d)()(

，定积分
x

a
ttf d)(

)(x

称为 积分上限的函数
3



,],[)( baCxf  则积分上限的函数


x

a
ttfx d)()(

定理1.  若

[ , ]a b在 上可导，

d
( ) ( )d

d

x

a
x f t t

x
  且有 

证明: ,],[, bahxx  则有

h

xhx )()(  
h

1
  

 x

a

hx

a
ttfttf d)(d)(





hx

x
ttf

h
d)(

1
)(f

( )x x h 介于 与 之间

h

xhx

h

)()(
lim

0





)(lim
0

f
h


)(xf

)(x

],[)( baCxf 

)(xf

lim ( )
x

f







4




b

x
ttf

x
d)(

d

d )(xf


)(

d)(
d

d x

a
ttf

x


)()]([ xxf  


)(

)(
d)(

d

d x

x
ttf

x





)()]([)()]([ xxfxxf  










 

)(

)(
d)(d)(

d

d x

a

a

x
ttfttf

x





定理的重要意义：

（1）肯定了连续函数的原函数是存在的；

（2）给出了积分变限函数的求导公式。  

d
( ( )d )

d

x

b
f t t

x
 
d d

( )d
d d

u

a

u
f t t

u x
 
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x

e x

x cos1

1
lim

2

0 










 x

x t

x tt

te

0

0

d)cos1(

d)1(
lim

2

0
例2. 2

2

lim
2

2

0


 x

x

x

2cos ( sin )xe x  

例3.  2

1

cos

0

d
lim

2

x

te
x

t

x




 0
lim



x

x2
e2

1


)d(
sin

2

2 
x

x

u ueu例1.

xex sin2)(sin  xex 224 xcos 2
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例4. 确定常数 a , b , c 的值, 使得

)0(
d)1ln(

sin
lim

20







cc

tt

xax
x

b

x

解: ,0sin0  xxax 时， ,0c 0 b

原式 =
)1ln(

cos
lim

20 x

xa

x 




0

cos
lim

20






c
x

xa

x
1a故

又由 2

2

1
cos1 xx ～ 得

2

1
c

7



例5. 设f (x) 连续，且                           

3 1

0
( )d ,   (7)

x

f t t x f


 求 

两边对 x 求导得                           ,1)1(3 32 xfx

3 1 7  2x x  令 求得 
12

1
)7( f则

解：

1

1
( ) (2 )d ( 0)

x

F x t x
t

  求函数 的单调减区间。例6.

),
1

2()(
x

xF 

，时，当 0)(
4

1
0  xFx

解：

1
(0 ]

4
所以单调减区间为 ， 。

1
( ) 0, ,

4
F x x  令 求得 

8



二、微积分基本定理

               (牛顿—莱布尼兹公式)

上的一个原在是连续函数设 ],[)()( baxfxF

)()(d)( aFbFxxf
b

a
 (牛顿-莱布尼兹公式) 

证: 根据定理 1, ,)(d)( 的一个原函数是 xfttf
x

a 故

CttfxF
x

a
  d)()(

,ax 令 ,)(aFC 得 因此 )()(d)( aFxFttf
x

a


,bx 再令 得

( )d ( )d ( ) ( )
b b

a a
f x x f t t F b F a   

记作

定理2.

函数,则

)(xF
a

b

9



★  微积分基本定理

( )d
b

a
f x x  ( ) ( )F b F a

牛顿——莱布尼兹公式

积分中值定理 微分中值定理

通常把这一公式又叫做 微积分基本公式

把求 定积分 问题转化为求 原函数 的问题。

牛顿  莱布尼兹公式

( )( )F b a  ( )( )f b a  

10



0
sin dx x





cos x 
0



cos ( cos 0)   

1

2

( 1) 

例7.

11



 

3

1 21

d

x

x
xarctan

1

3



)1arctan(3arctan 

3





12

7


)
4

(



例8.

12



1

0
lim d

1

n

n

x
x

x 
求 例9.

解: nxxg
x

xf 


 )(  ,
1

1
)(设

1

0
d

1

nx
x

x
有 

( ) 0ng x x 且 则 f (x)、g (x) 在 [0, 1] 上均连续，

1

0

1
d

1

nx x






1 1

11 n
 



1 1 1
1,   lim 0

2 11 n n 
  


而 

1

0
lim d 0

1

n

n

x
x

x



所以 

13



解:

,

]10[       ,

)0
2

[   ,cos
)(












，

，
设

xe

xx
xf

x


例10.


1

2

d)( xxf

0

2

][sin 
 x

 


1

0

0
ddcos

2

xexx x


2

1

( )df x x
求 。

0 ( 1) 1e e     

1
0][ xe

14



例11. 求 2

0
1 sin 2 dI x x



 

解:
22

0
(sin cos ) dI x x x



 

2

0
sin cos dx x x



 
4

0
(cos sin )dx x x



 
2

4

(sin cos )dx x x


 

[sin cos ]x x  4

0



[ cos sin ]x x   2

4





2( 2 1) 

机动   目录   上页   下页   返回   结束 

2


y

o x
4


xsin

xcos

15



 
x

ttfx
0

d)(0时，当

 
x

ttfx
0

d)(0时，当

 


xx
ttttfx

11
dd)(0时，当


x

ttfx
1

d)(0时，当

 
x x

ttfttf
0 1

d)(d)( 和求

,
0       ,

0   ,cos
)(









xx

xx
xf已知例12.

解： xt
0

2

]
2

[

xt x sin][sin 0 

)1(
2

1 2  x

 


0

1 0
dcosd

x
tttt xsin

2

1



x

tt
0

d


x

tt
0

dcos

2

2x


16



例13. )(,d)(2d)()(
1

0

2

0

2 xfxxfxxfxxxf 试求已知  

axxf 
2

0
d)(令 bxxf 

1

0
d)(

baxxxf 2)( 2 则
分别代入上两式得

axbaxx 
2

0

2 d)2( bxbaxx 
1

0

2 d)2(

积分得 abx
axx

 2
0

23

]2
23

[

bbx
axx

 1
0

23

]2
23

[

由(1)，(2)解得
3

1

3

4
 ba ，

3

2

3

4
)( 2  xxxf所以

解：

)1(
3

8
43  ba

)2(
3

2
2  ba

17



第四节 定积分的换元法

        与分部积分法

一、定积分的换元法

二、定积分的分部积分法 

1



一、定积分的换元法

定理1. 设函数 ,],[)( baCxf  函数 )(tx  满足:

1)

( ) [ , ]( [ , ])t    在 或 上具有连续导数2)

[ , ]R a b ,)(,)( ba  

tfxxf
b

a
d][d)(  




)(t )(t则

证: 所证等式两边被积函数都连续, 因此定积分都存在,

且它们的原函数也存在. ,)()( 的一个原函数是设 xfxF

是 的原函数, 因此有则


b

a
xxf d)( )()( aFbF  )]([ F )]([ F

tf d][



)(t )(t

][F )(t ][f )(t )(t

且

2



tf d][



)(t )(t

说明:

1)  必须注意 换元必换限, 原函数中的变量 不必代回.

2) 换元公式也可反过来使用,  即

))(( tx 令xxf
b

a
d)(

或凑微分 ][



f )(t )(d t

凑微分不换限

tf d][



)(t )(t

tfxxf
b

a
d][d)(  




)(t )(t

3



例1. 计算 ).0(d
0

22  axxa
a

解:  令 ,sin tax  则 ,dcosd ttax 

;0,0  tx 时当
2

,


 tax 时

∴    原式 =
2a

2

2

0
(1 cos 2 )d

2

a
t t



 

)2sin
2

1
(

2

2

tt
a

 2

0



4

2a


2

0



 tt dcos2 22 xay 

xo

y

a

S

且

4



例2.  计算
3

1 2 21

dx

x x


2
2

3
 

5



例3.  计算
3

0

5sin sin dx x x



4

5


6



例4.  求
ln2

2

0
1 dxe x

解:  令 sin ,xe t  则
cos

lnsin ,d d ,
sin

t
x t x t

t
   

原式  6

2

cos
cos d

sin

t
t t

t



 

3
ln( 2 3 )

2
  

2

2

6

1 sin
d

sin

t
t

t






 

2

6

(csc sin )dt t t


 
2

6

[ ln csc cot cos ]t t t


  

7



例5. 计算 .d
12

24

0
x

x

x
 



解:  令 ,12  xt 则 ,dd,
2

12

ttx
t

x 




,0时当 x ,4时x .3t

∴     原式 = tt
t

t

d
2

2

1
3

1

2






tt d)3(
2

1 3

1

2
 

)3
3

1
(

2

1 3 tt 
1

3

3

22


;1t

且 

8



例6.  设















01   ,
cos1

1
0    ,

)(

2

x
x

xxe
xf

x

.d)2(
4

1
xxf 计算

解:  令 ,2 xt 则 ,dd tx 

,1时当 x ,4时x .2t;1t

且 

 xxf d)2(
4

1
 ttf d)(

2

1


 t
t
d

cos1

10

1
tte t d

2

0

2




t
t

d

2
cos2

10

1 2
  )(d

2

1 22

0

2
te t  



2
0

20
1 ]

2

1
[]

2
[tan te

t 
 

2

1

2

1

2

1
tan 4  e

9



例7. ,],[)( aaCxf 设

证:

(1) 若 ,)()( xfxf   
aa

a
xxfxxf

0
d)(2d)(则

 xxf
a

a
d)(

(2) 若 ,)()( xfxf  0d)( 
a

a
xxf则

xxf
a

d)(
0

 xxf
a

d)(
0

ttf
a

d)(
0  xxf

a
d)(

0

xxfxf
a

d])()([
0 

,d)(2
0

xxf
a

 时)()( xfxf 

时)()( xfxf ,0

偶倍奇零

tx 令



10



2




例8. 2 2015
1

1
(1 )1 dxx x


 

11



例9.  



xxxx d)sin2cos1(计算

解：

 


0
d2cos12 xx 



0
dcos22 xx

)dcosdcos(22
2

2
0  






xxxx

24

奇函数

)sinsin(22

2

2
0






xx 

偶函数

 









xxxxx dsind2cos1原式

12



证明: (1)

例10. 设f (x)是连续的以T(>0)为周期的周期函数，

(1)证明:对任何实数a，有       xxfxxf
TTa

a
d)(d)(

0 


( ) ( )d
a T

a
F a f x x



 令 

( ) ( ) ( ) 0a f a T fF a   则 

( )d
a T

a
f x x



即 xxf
T

d)(
0

100

0
(2) 1 cos 2 dx x



计算 200 2

( )F a说明 是常数， ( ) (0)F a F所以 

13



例11. 证明：是连续函数设 ,)(xf

2 2

0 0
(1) (sin )d (cos )df x x f x x

 

 

证明： tx 
2

)1(


令

0x ,
2


 t

2


x ,0t

,dd tx 

2

0
(sin )df x x




0

2

[sin( ))]d
2

f t t


 

2

0
(cos )df t t



 

  2
0

2
0

dcosdsin


xxxx nn★

2

0
(cos )df x x



 

14



0 0
(2) (sin )d (sin )d

2
xf x x f x x

 
 

证明： tx  令)2( ,dd tx 

0x , t x ,0 t

 


0
d)(sin xxxf  

0
d)][sin()(


 ttft

 



0
d)(sin)( ttft

 



0

d)(sin ttf 


0
d)(sin tttf

用此结论可简化 




0 2
d

cos1

sin
x

x

xx

15



例12.  计算 2

0

sin
d

sin cos

x
I x

x x






解： 2 2

0 0
(sin ,cos )d (cos ,sin )df x x x f x x x

 

 利用

2

0

sin
d

sin cos

x
x

x x



 2

0

cos
d

cos sin

x
x

x x






2

0
dx



  2




2

0

sin
d

sin cos 4

x
I x

x x

 
  



2I

16



二、定积分的分部积分法 

定理2. ,],[)(,)( 1 baCxvxu 设 则

)()(d)()( xvxuxxvxu
b

a
 a

b
 

b

a
xxvxu d)()(

例13.  计算  
4

0 2cos1

d

x

xx

解:  4

0 2cos2

d

x

xx
原式 )(tand

2

1
4

0
xx



  4
0tan

2

1 

xx xxdtan
2

1
4

0


  4

0

1
ln | cos |

8 2
x


 

4

2ln

8




17



设 )( xf  在 1,0 上连，且 1)0( f ， 3)2( f ，

5)2( f ，求 
1

0
d)2( xxfx 。 

例14.

 
1

0
d)2( xxfx  

1

0
)2(d

2

1
xfx

   
1

0

1
0 d)2(

2

1
)2(

2

1
xxfxfx

)2(
2

1
f 

 )0()2(
4

1

2

5
ff  2

解：

 10)2(
4

1
xf

18



例15. 证明 2

0
sin dn

nI x x


  2

0
cos dn x x



 



 n 为偶数

 n 为奇数

1 3 3 1

2 4 2 2

n n

n n

 
     



1 3 4 2

2 5 3

n n

n n

 
    



证明: 令 ,sin 1 xu n ,sin xv 

则 ,cossin)1( 2 xxnu n xv cos

2
0

1 ]sincos[


xxI n
n

 
 2

0

22 dcossin)1(


xxxn n

0

  2

0

22 d)sin1(sin)1(


xxxn n


( 1)!!

!! 2

n

n


 

( 1)!!

!!

n

n




19



  2

0

22 d)sin1(sin)1(


xxxnI n
n

2)1(  nIn nIn )1( 
 2

0
dsin



xxI n
n

由此得递推公式 2
1




 nn I
n

n
I

于是 mI2 22
2

12



mI

m

m
42

22

32





 mI

m

m
 0

2

1

4

3
I

12mI 12
12

2



mI

m

m
32

12

22





 mI

m

m
 1

3

2

5

4
I

而 0I  2

0
d



x ,
2


  2

01 dsin


xxI 1

故所证结论成立.
20



例16.  

4

0
e dx x

22 ( 1 )e 例17.  

5

0
( 4 ) c o s dx x





2 5

0
( 1 ) s i n dx x





52

0
( 3 ) c o s dx x





5

0
( 2 ) s i n dx x





6

0
( 5 ) s in dx x




6

0
( 6 ) c o s dx x





21



第五节  广义积分 

一、无穷区间上的广义积分 

二、无界函数的广义积分

前面所讲的定积分称为常义积分     

积分区间为无穷区间     

被积函数无界

积分限有限

被积函数有界
推广

广义积分

1



引例 曲线
2

1

x
y  和直线 1x 及 x 轴所围成的开口

曲边梯形的面积

2

1

x
y 

A

1

可记作





1 2

d

x

x
A

其含义可理解为 





b

b x

x
A

1 2

d
lim b

b

b x
1)

1
(lim 



)
1

1(lim
bb




1

一、无穷区间上的广义积分 

2



定义1 ,),[)(  aCxf设 ,at 对

若 xxf
t

at
d)(lim 


存在,

则称此 极限 为 f (x) 在 [a , +) 的 广义积分, 记作

xxfxxf
t

ata
d)(limd)( 






这时称广义积分 xxf
a

d)(


收敛;

如果上述极限 不存在, 就称广义积分 xxf
a

d)(


发散 。

类似地 , 若 ,],()( bCxf  则定义

xxfxxf
b

tt

b
d)(limd)( 




3



,),()( Cxf若 则定义





xxf d)(

0

( )df x x
 0

( )df x x




只要有一个发散, 就称 xxf d)(



发散。

说明: ( )d lim ( )d
a

aa
f x x f x x



 
 一般来说

，例如 



xxd

0
dx x



 由于 发散， dx x


故  发散。

  ,0d 
a

a
xx但 00limdlim  




a

a

aa
xx

4



,)()( 的原函数是若 xfxF 引入记号

;)(lim)( xFF
x 

 )(lim)( xFF
x 



则有类似于牛顿—莱布尼兹公式的计算表达式:

xxf
a

d)(


)(xF
a


)()( aFF 

xxf
b

d)( 
)(xF


b

)()(  FbF

xxf d)(



)(xF




)()(  FF

★无穷区间上的广义积分的计算

5



例1. 




2 2
d

1
sin

1
x

xx







2 )
1

(d
1

sin
xx













2

1
cos

x

1

6



例2. 


  21

d

x

x

[arctan ]x


 

xo

y

21

1

x
y




思考: ?0
1

d
2

对吗





 x

xx

分析:








 )1ln(

2

1

1

d 2
2

x
x

xx
原积分发散 !

注意: 对广义积分, 只有在 收敛的条件下 才有

“偶倍奇零” 的性质。
7



★ 例3.  证明广义 积分
1

d ( 0)
pa

x a
x





证明:  当 p =1 时




a
x

x
d

1   


a
xln 




a p
x

x
d

1













a

p

p

x

1

1

当 p ≠ 1 时
1p

1p,
1

1





p

a p

当 p >1 时收敛; 

P  1 时发散.

,

因此, 当 p >1 时,  广义积分 收敛, 其值为 ;
1

1





p

a p

当 p  1 时,  广义积分 发散. 









8



x
y

1


0

A

1 x

y

二、无界函数的广义积分(瑕积分) 

引例
x

y
1

曲线 所围成的1x与 x 轴, y 轴和直线


1

0

d

x

x
A




1

0

d
lim

 x

x
A



1
2lim

0

x




)1(2lim
0







2


开口曲边梯形的面积 可记作

其含义可理解为 

如果函数 f (x) 在点 a 的任一邻域内都 无界，

则点 a 称为函数 f (x) 的 瑕点。 9



定义2  设 ,],()( baCxf  点 a 为 f (x) 的 瑕点,

,t a 存在,

xxfxxf
b

tat

b

a
d)(limd)(  



这时称广义积分 xxf
b

a
d)( 收敛; 如果上述极限 不存在,

就称广义积分 xxf
b

a
d)( 发散 。

类似地 , 若 ,),[)( baCxf  点 b 为 f (x) 的 瑕点,

若极限 

b

tat
xxf d)(lim

则称此 极限 为函数 f (x) 在 (a , b] 上的 广义积分, 记作

则定义 xxfxxf
t

abt

b

a
d)(limd)(  



取

10



,)(],[)( 外连续上除点在若 bcacbaxf 

点 c 为 f (x) 瑕点,

 xxf
b

a
d)( xxf

c

a
d)( xxf

b

c
d)(

xxf
t

act

d)(lim 

 xxf
b

tct

d)(lim 



则定义

瑕积分的计算

,)()( 的原函数是设 xfxF

若a 为瑕点, 则 xxf
b

a
d)( )()(  aFbF

若b 为瑕点, 则 xxf
b

a
d)( )()( aFbF  

11



O                     at

a

1

22
1

xa
y




y

x

例4. 计算  


a
a

xa

x
0 22

)0(    
d

解：

2 20

da x

a x


arcsin1

x = a 为瑕点 

0arcsin |a
x

a





2




12



解： 






1

0 3/2

2

0 3 2 )1(

d

)1(

d

x

x

x

x

1/3 1/3 2
0
1

1
[3( 1) ] [3( 1) ]x x



    6)01(3)10(3 

 说明：如果有人这样做： 

结果虽然对，但方法不对。

 


2

0

2
0

3/1
3/2

6)]1(1[3])1(3[
)1(

d
x

x

x

x = 1 为瑕点。

2]
1

[
d 1

1

1

1 2
  xx

x例如：




2

0 3 2)1(

d

x

x
计算例5.

1

21

dx

x事实上，  发散




2

1 3/2)1(

d

x

x

13



例6. 证明广义积分 


b

a qax

x

)(

d
当 q < 1 时收敛;  

q  1 时发散.

证明:

 

b

a ax

xd   b

a
ax  ln 

当 q≠1 时




b

a qax

x

)(

d


















a

bq

q

ax

1

)( 1 1q,
1

)( 1

q

ab q



 

1q,








1

0
d

1
x

xq
特例 当 q < 1 时收敛,  q  1 时发散. ★

x = a为瑕点

当q = 1时，

14



  当同时含两类广义积分时, 需 划分积分区间,

分别讨论相应的广义积分的敛散性。

0

1
d

p
x

x



例7.  讨论 的敛散性

15



第六节 定积分的几何应用

二、平面图形的面积

三、体积 

四、平面曲线的弧长 

一、元素法(微元法)

1



一、元素法(微元法)

  回顾曲边梯形的面积问题

具体步骤   “四步曲”

把原曲边梯形分成  n 个窄曲边梯形,（1）分割

（2）代替 1( )    [ , ]i i i i i iA f x x x     

（4）取极限

a b x

y

o

)( xfy 

第 i 个窄曲边梯形的面积记为 Ai ,于是

（3）求和
1

( )
n

i i
i

A f x


 

1

n

i
i

A A


 





n

i
ii xfA

10
)(lim 

 
b

a
xxf d)(

 记作

Back2



   所求量 (即面积A)

(1)  A 与变量 x 的变化区间 [a, b] 有关；

(2) A 对于区间 [a, b] 具有可加性，即如果把区间

      [a, b] 分成许多部分区间，则所求量 A 相应地

      分成许多部分量，而 A 等于所有部分量之和；

( ( )3) i i i

i

A f x

x

 



部分量 与其近似值 只相差一 

 

个

   比 高阶的无穷小

这样，和式                             的极限就是 A 的精确值，

从而 A 可以表示为定积分 ( )d
b

a
A f x x 

1

( )
n

i i
i

f x




3



四步 中, 求部分量的近似值是关键的一步，

( )dA f x x

( )dA f x dx称 为面积元素。

于是，

lim ( )d ( )d
b

a
A f x x f x x  

a b x

y

o

)(xfy 

x xx d

Ad

dA

可简化如下：

省略下标 i, 用       表示任一小区间A [ , ]x x dx

上的窄曲边梯形的面积.

这样，A A 

( )dA f x x 
因此，

4



 一般地，如果某一问题的所求量 U 符合下列条件：

(1)  U 与一个变量 x 的变化区间 [a, b] 有关；

(2) U 对于区间 [a, b] 具有可加性，即如果把区间

      [a, b] 分成许多部分区间，则 U 相应地分成          

      许多部分量，而 U 等于所有部分量之和；

.3) )( (i i iU f x 部分量 的近似值可表示成  

那么就可考虑用定积分来表达这个量 U.

5



    通常写出这个量 U 的积分表达式的步骤是：

(1)  根据具体问题，选取一个变量例如 x 为积分变量，

并确定它的变化区间 [a, b]；

(2)  在 [a, b] 上，任取一小区间并记作 [x, x+dx]；

( )dU f x x

(3) ( )d
b

a
U f x x 所求量 

这就是所说的 元素法(微元法)。

求出相应于这个小区间的部分量          的近似值.U

如果 ( )d dUf x x 则称

为量 U 的 元素.

Back
6



二、平面图形的面积

1.  直角坐标情形 

7



例1.  计算两条抛物线 y = x2，y2 = 8x 所围图形的面积。 

解：

取 x 为积分变量, 变化范围为 [0,2] 

2d ( 8 )dA x x x 

得面积元素  

2
2

0
( 8 )dA x x x 于是 

(2,4)

O

y = x2

  y2 = 8x

y

x

3/2 3 2
0

2 8 1
[ ]

3 3
x x 

x+dxx 2

y
y+dy

2 8y x
2xy 

得交点 (0 , 0) , (2 , 4)

8

3


由

元素法8



x

y

o

)(1 xfy 

)(2 xfy 

a b

面积
2 1[ ( ) ( )]d

b

a
A f x f x x 

2 1d [ ( ) ( )]dA f x f x x 

一般地，

9



选 x 作积分变量，则 x 的取值范围是 [0 , ]

例2. 求 y = sinx, y = sin2x (0  x   ) 所围图形的面积。 

解： 得交点(0, 0)，            , ( , 0))
2

3
,

3
(


y

3

O
x



y = sin2x y = sinx

  3
01 d)sin2(sin

]
3

,0[





xxxA

上，在

 






3
2 d)2sin(sin

],
3

[

xxxA

上，在

21 AAA 则
2

5


xy sin

xy 2sin
由

元素法10



a

b

xo

y

x

例3. 求椭圆 1
2

2

2

2


b

y

a

x

解:
2

2
d d 1 d

x
A y x b x

a
  

所围图形的面积 . 

由对称性有

2

0 2
4 1 d

a x
A b x

a
 

2

0
4A



  cosb t cos da t t
22

0
4 cos dab t t



 

ba4
1

2


2


 ba 当 a = b 时得圆面积公式

xx d

元素法

sinx a t令

11



2.  极坐标情形 

，设曲线的极坐标方程 )(  ,],[)(  C

,0)(  求由曲线 )(  及   ,射线

围成的曲边扇形的面积 .

)( 


x



d

在区间 ],[  上任取小区间 ]d,[  

则对应该小区间的窄曲边扇形面积的近似值为

   d)(
2

1
d 2A

故所求曲边扇形的面积为

 
21

( ) d
2

A



   



元素法

12



解: 由对称性知总面积=4倍第一象限部分面积

14AA  24

0

1
4 d

2



   
2a

4


 

 2cos22 a

1A

24

0
2 cos 2 da



  

例4. 求双纽线 所围图形的面积 .  2cos22 a

13



解: 利用对称性,

d

)cos1(   a

2 42

0
8 cos da t t



 




0

2a 


d
2

cos4 4

2


t令

28a
3

4


1

2


2


 2

2

3
a

 d)cos1(
2

1 22 a


0
2A

a2

例5. 求心形线 所围图形的面积)0()cos1(  aa 

Back

14



三、体积 

1. 旋转体的体积

    旋转体 就是由一个平面图形绕这平面内一条直线

旋转一周而成的立体。该直线叫做 旋转轴。

圆柱 圆锥 圆台

15



绕 x 轴旋转一周而成的立体体积，

))(( bxaxfy 考虑以曲线段

],[ bax

故旋转体的体积为 2[ ( )] d
b

a
V f x x 

x

y

o a b x

y

o a b

)( xfy 

x

当考虑连续曲线段 )()( dycyx  

绕 y 轴旋转一周而成的立体体积时,

有 2)]([ y yd
d

c
V

xo

y

)( yx 

c

d

y

为曲边的曲边梯形

取 x 作积分变量,

在 [a, b] 上任取小区间 [ x, x+dx]

2d [ ( )]V f x xd
 体积元素为

元素法
16



解：

例6.  椭圆                    所围图形分别绕 x 轴、

         y 轴旋转一周而成的立体的体积。 

1
2

2

2

2


b

y

a

x

绕 x 轴旋转时，

a

y

x

b

o x
a

xV
0

2 xy d2

(利用对称性)
2

2

0 2
2 (1 )d

a x
b x

a
 

2

3

4
ab

当 a = b 时, 就得半径为 a 的球体的体积 .
3

4 3a

17



a

y

x

b

(利用对称性)

o
y

绕 y 轴旋转时，


b

yV
0

2 yx d2

ba 2

3

4


2
2

0 2
2 (1 )d

b y
a y

b
 

18



例7.  圆                     绕 x= -b (0<a<b) 旋转一周而成

           的立体(环体)的体积。 

222 ayx 

解：

2 2 2( ) ddV a y b y  

2 2 2( ) da y b y   

ba222

-b                  O       a    x

y

2 24 d
a

a
V b a y y


  

选 y 为积分变量，

体积元素为

2 24 db a y y 

19



例8. 证明 由平面图形 0  a  x  b，0  y  f (x) 绕 y

轴旋转一周而成的旋转体的体积为

xxxfV d)(2d 体积元素

xxfxV
b

ay d)(2  

证明:

xxfxV
b

ay d)(2  

元素法

a b x

y

o

)(xfy 

x xx d

20



2.  平行截面面积为已知的立体的体积 

设所给立体垂直于 x 轴的截面面积为 A(x), ],[)( baxA 在

则对应于小区间 ]d,[ xxx  的体积的近似值为

xxAV d)(d 

因此所求立体的体积为

xxAV
b

a
d)(

上连续,

xa bx xx d

)(xA

元素法21



例9. 一平面经过半径为 R 的圆柱体的底圆中心 , 并与

底面交成  角,

222 Ryx 解: 如图所示建立坐标系, 则圆的方程为

计算该平面截圆柱体所得立体的体积 .

选择 y 作积分变量 


o

R
x

y

),( yx

垂直于 y 轴 的截面是矩形, 其面积为

)( yA tan2 yx 

22tan2 yRy   )0( Ry 

V 
R

0
tan2  yyRy d22  tan

3

2 3R

22



例10. 计算底面是半径为 R 的圆，而垂直于底面上一条   

      固定直径的所有截面都是等边三角形的立体的体积。 

解：底圆方程为 222 Ryx 

截面是等边三角形

，从而边长为 222 xR 

截面面积为 

2 2 23
( ) (2 )

4
A x R x  

2 2

0
2 3( )d

R

V R x x 于是 

 x

 y

 o  R

33
3

4
R

)(3 22 xR 

23



四、平面曲线的弧长 

定义: 若在弧 AB上任意作内接折线 ,

xo

y

0MA 

nMB 
1M

2M 1nM

当折线段的最大

边长 →0 时,                       折线的总长

度趋向于一个确定的极限,

称此极限为曲线弧AB的弧长,

即
ii MM 1



n

i 1
0

lim





s

并称此曲线弧为可求长的。

定理: 光滑曲线弧是可求长的。

(具有连续导数)
24



xy d1 2

得弧长元素：

利用元素法来讨论平面光滑曲线弧长的计算公式

）（曲线弧方程 bxaxfy  )(

得弧长公式  
b

a
xys d1 2

1.直角坐标方程的曲线弧长公式

2.参数方程的曲线弧长公式

ttts d)()(d 22  得弧长元素：

得弧长公式

）（曲线弧方程 












t

ty

tx

)(

)(

 



 ttts d)()( 22

sdy

xa bo

)(xfy 

x xx d

22 )(d)(dd yxs 

元素法25



 d)()(d 22 s

）（曲线弧方程   )(

得弧长元素：

得弧长公式  



 d)()( 22s

3.极坐标方程的曲线弧长公式

）（

直角坐标与极坐标关系















sin)(

cos)(

y

x

注意:  求弧长时积分上下限必须 上大下小。

26



例11. 求抛物线                被圆                     所截下的那

          部分的弧长 。

2

2

1
xy  322  yx












3
2

1

22

2

yx

xy
由

















1

2

1

2

2

2

1

1

y

x

y

x
，得

2
2

0
2 1 ds y x 由对称性知 

解：

2 2 2
0[ 1 ln( 1 )]x x x x    

6 ln( 2 3)  

O      

y

x

 
2

0

2d12 xx

27



 sin)(  ),cos1( aa 解： 

2 2

0
2 (1 cos ) sin ds a



    

0
2 2 2cos da



  

0
4 cos d 8

2
a a

 
 

例12. 求 心形线 (1 cos ) ( 0)a a    的长度.

28



    通常写出这个量 U 的积分表达式的步骤是：

(1)  根据具体问题，选取一个变量例如 x 为积分变量，

并确定它的变化区间 [a, b]；

(2)  在 [a, b] 上，任取一小区间并记作 [x, x+dx]；

( )dU f x x

(3) ( )d
b

a
U f x x 所求量 

这就是所说的 元素法(微元法)。

求出相应于这个小区间的部分量          的近似值.U

如果 ( )d dUf x x 则称

为量 U 的 元素.

Back
1



第七节   定积分的物理应用 

一、变力沿直线所作的功 

二、液体对薄板的侧压力 

2



设物体在连续变力 F(x) 作用下沿 x 轴从 x＝a 移动到

,bx  力的方向与运动方向平行, 求变力所做的功 。

xa bx xx d

，上任取子区间在 ]d,[],[ xxxba  在其上所作的功元素

为

xxFW d)(d 

因此变力 F(x) 在区间 ],[ ba 上所作的功为


b

a
xxFW d)(

一、变力沿直线所作的功 

元素法3



例1.  由实验知道，弹簧在拉伸过程中， 需要的力

       F(单位：N)与弹簧的伸长量 x(单位:cm) 成正比，

       即 F=kx (k 是比例常数)

如果把弹簧由原长拉伸 bcm，计算所做的功。

解：当弹簧拉伸 xcm 时, F=kx

于是外力做功元素  dW= kxdx

而弹簧拉伸 bcm，

从而
0

d
b

W kx x 
21
( )

2
kb N cm 

4



例2.直径为 20cm、高为 80cm 的圆柱体内充满压强为

10N/cm2 的蒸汽。设温度保持不变，要使蒸汽体积缩小

一半，问需要做多少功？ 

解：建立坐标系如图所示。

PVk 

当蒸汽的高为 xcm 时的压强为

2

80000 800
( )

10

k
P x

V x x




  

 

2800
( ) ( ) 10F x P x S

x
   于是 

40
2

80

800
10 dW x

x
  则 

80000 ln 2( ) 800 ln 2( )N cm J     

dx x

y

o 80

801010 2 80000

5



作多少功 ?  

内盛满了水,试问要将容器内的水全部吸出需

例3. 有一半径为 4 米开口向上的半球形容器, 容器

解:  取坐标原点在球心,  x 轴垂直向下建立坐标系,

xyV dd 2

4
2 2

0
(4 )dW g x xx 

64 g

O

x

x

 x+dx

xx d)4( 22  
2 2 2 2d (4 )d (· 4 )d· ·g x gxW x x x x    

6



二、液体对薄板的侧压力 

压力=压强×受力面积 =  g h×受力面积

例4.

  的液体 , 求桶的一个端面所受的侧压力。 

解: 建立坐标系如图. 所论半圆的
22 xRy  )0( Rx 方程为

一水平横放的半径为 R 的圆桶,内盛半桶密度为 

小窄条上各点的压强

xP g

 侧压力元素


R

F
0

o

x

y

R

x
xx d

2 22 R xFd xg

端面所受侧压力为

xd

3

3

2
R

g


2 22 dg x R x x 

元素法7



2 22 d ,R x x

说明: 当桶内充满液体时, ,)( xRg 小窄条上的压强为

侧压力元素 Fd

故端面所受侧压力为

 
R

R
xxRxRgF d)(2 22

奇函数

3Rg 

)( xRg 

 
R

xxRgR
0

22 d4 

2
4

1
R

o

x

y

R

x

xx d

8



例5.  有等腰梯形水闸, 上底长 10m, 下底 6m, 高 20m。

      试求当水面与上底相齐时, 闸门一侧所受的水压力。 

解：建立坐标系如图所示。

5
10


x

y直线 AB 的方程为

x
B(20,3)

A(0,5)O
y

闸门上对应于区间 [x，x+dx]

x
x

gxF d)5
10

(2d  

x

x+dx
窄条形所受的压力约为

 
20

0
d)5

10
(2 x

x
xgF 

9


