
1.8     函数的连续性与间断点

1.8.1    函数的连续性

1.8.2    初等函数的连续性

1.8.3    函数的间断点



1. 函数的增量

1.8.1   函数的连续性

)(xfy 

xO

y

0x x
x

y

,),()( 0 内有定义在 xUxf ),,( 0 xUx

的增量自变量在点 0x

)()( 0xfxfy 

:)()( 00 xfxxf 

的增量相应于 xxf )(



2. 连续的定义

定义 1 ,),()( 0 内有定义在 xUxf 若




y
x 0

lim  )()(lim 00
0

xfxxf
x




0

,)( 0连续在点则称函数 xxf

.)(0 的连续点称为 xfx

,0 xxx 设 ),()( 0xfxfy 

0 x ,0xx就是

0y ).()( 0xfxf 就是



定义 2 ,),()( 0 内有定义在 xUxf 若

,)()(lim 0
0

xfxf
xx




.)( 0连续在点则称函数 xxf

:"" 定义 

.)()(

,,0,0

0

0









xfxf

xx

恒有

时使当

定义 3

.)( 0连续在点则称函数 xxf



例 1

.

0
,0,0

,0,
1

sin)(

处连续

在试证函数 








 x
x

x
x

xxf

证明

,0
1

sinlim
0


 x
x

x


,0)0( f又

由定义 2 知

.0)( 处连续在函数 xxf

),0()(lim
0

fxf
x




的邻域内有定义在 0)( xxf



3. 单侧连续

,],()( 0 内有定义在若函数 xaxf

定理

.

)()( 00

处既左连续又右连续

在是函数处连续在函数 xxfxxf 

,),[)( 0 内有定义在若函数 bxxf

)()(lim 0
0

xfxf
xx




且

;)( 0处左连续在点则称 xxf

)()(lim 0
0

xfxf
xx




且

.)( 0处右连续在点则称 xxf



例 2

.

0
,0,2

,0,2
)(

连续性

处的在讨论函数 







 x
xx

xx
xf

解 )2(lim)(lim
00


 
xxf

xx
2 ),0(f

)2(lim)(lim
00


 
xxf

xx
2 ),0(f

右连续但不左连续 ,

.0)( 处不连续在点故函数 xxf



例 3





















0
1

sin

,0,

,0,
sin

)(

xb
x

x

xa

x
x

x

xf函数

存在？为何值时， )(lim,).1(
0

xfba
x

处连续？在为何值时， 0)(,).2( xxfba

解 1
sin

lim)(lim
00


  x

x
xf

xx

b
x

xbxf
xx


 

)
1

sin(lim)(lim
00

任意存在 abxf
x

,1)(lim
0




 处连续在 0)( xxf 1 ba



4. 连续函数与连续区间

在区间上每一点都连续的函数 , 叫做在该区间上
的连续函数 , 或者说函数在该区间上连续 .

.],[)(

,,

,),(

上连续在闭区间函数

则称处左连续在右端点处右连续

并且在左端点内连续如果函数在开区间

baxf

bxax

ba



连续函数的图形是一条连续而不间断的曲线 .

记为  baCxf ,)( 



1.8.2   初等函数的连续性

一    连续函数的运算

1 、连续函数的四则运算

定理 1

.

)0)((
)(

)(
),()(),()(

,)(),(

0

0

0

处也连续在点

则

处连续在点若函数

x

xg
xg

xf
xgxfxgxf

xxgxf



例如 , ,),(cos,sin 内连续在 xx

.csc,sec,cot,tan 在其定义域内连续故 xxxx



2 、反函数与复合函数的连续性

定理 2  严格单调递增（递减）的连续函数必有
严格单调递增（递减）的连续反函数 .

例如 , ,]
2

,
2

[sin 上单调增加且连续在


 xy

.]1,1[arcsin 上也是单调增加且连续在故  xy

;]1,1[arccos 上单调减少且连续在同理  xy

.),(cot,arctan 上单调且连续在  xarcyxy

反三角函数在其定义域内皆连续 .



定理 3

,)(

,)(

00

0

ux

xxxu






 且连续在点设函数

,)( 0连续在点而函数 uuufy 

.)]([ 0也连续在点则复合函数 xxxfy  

例如 ,

,),0()0,(
1

内连续在  
x

u

,),(sin 内连续在  uy

.),0()0,(
1

sin 内连续在  
x

y

.
1

sin 的连续性讨论
x

y 



二   初等函数的连续性

三角函数及反三角函数在它们的定义域内是
连续的 .

★

★ )1,0(  aaay x指数函数

;),( 内单调且连续在 

★ )1,0(log  aaxy a对数函数

;),0( 内单调且连续在 



定理 4  基本初等函数在定义域内是连续的 .

★ xy  xaa log ,uay  .log xu a

,),0( 内连续在  ,不同值讨论

( 均在其定义域内连续 )

定理 5  一切初等函数在其定义区间内都是
连续的 .

定义区间是指包含在定义域内的区间 .



1. 初等函数仅在其定义区间内连续 ,   在
其定义域内不一定连续 ;

例如 , ,1cos  xy ,4,2,0:  xD

这些孤立点的邻域内没有定义 , 故都不连续

,)1( 32  xxy ,1,0:  xxD 及

在 0 点的邻域内没有定义，在 x=0 处不连续
.

.),1[ 上连续函数在区间 

注意　

　 2.  初等函数求极限的方法代入法 .

)()(lim

,)(

0

0

0

xfxf

xfx

xx



则

定义区间内一点是初等函数若



x

xx
x arctan

)2ln(
lim

2

1




如 )2,0().0,(: 函数定义区间


4

arctan

)2ln(
lim

2

1





 x

xx
x

例 1 　
1

13

2

2

1

2
lim




 








 x

x

x x

xx
求 幂指函数）(

1

2
ln

1

13
2

2

lim 






 x

xx

x

x

x
e原式解　 82ln3lim

  ee x


的极限：对于幂指函数 )0)(()( )( xuxu xv注：　

,)(,)()1( bxvaxu 若：



)1(,)(,1)()2(  xvxu若：

.)(

,)(
)(

ln)(ln)()(

bxv

babxuxvxv

axu

aeexu





)(]1)([

1)(

1

)( )1)(1(lim)(lim

xvxu

xuxv xuxu


















,]1)(1lim[ 1)(

1

exu xu  又

]1)()[(lim)()(lim  xuxvxv exu则















.0

,]1)()[(lim

),(]1)()[(lim

xuxv

Axuxve A 常数



例 2 　 1)
12

32
(lim 

 
 x

x x

x )1
12

32
)(1(lim 





 x

x
x

xe

ee x

x
x  


 12

22
lim

例 3 　   x
x

x 2sin

1

0
coslim


求

解　    x

x

x
x

x
2sin

1cos

1cos

1

0
1cos1lim




 






 原式

2

12

1

lim
2

2

0




  ee x

x

x

)1(cos
sin

1
lim

20



x

xxe或原式 .2

12lim
2

2

0




  ee x

x

x



1.8.3   函数的间断点

:)( 0 条件处连续必须满足的三个在点函数 xxf

;)()1( 0处有定义在点xxf

;)(lim)2(
0

存在xf
xx

).()(lim)3( 0
0

xfxf
xx




).()(

),()(

,

00

或间断点的不连续点

为并称点或间断处不连续在点函数

则称要有一个不满足如果上述三个条件中只

xf

xxxf



1. 跳跃间断点

.)(

),0()0(,

,)(

000

0

的跳跃间断点

为函数则称点但存在

右极限都处左在点如果

xf

xxfxf

xxf



例 4 .0
,0,1

,0,
)( 处的连续性在讨论 








 x
xx

xx
xf

解 ,0)00( f ,1)00( f

),00()00(  ff

.0为函数的跳跃间断点 x
o x

y

间断点分类
:



例 5 .1
1

12

点的连续性在讨论 



 x
x

x
y

解 .  函数在 x=1 没定义 , 故不连续 .

,2
1

1
lim

2

1





 x

x
x

但

,1
1,2

1),(
)(

~ 点连续在则 







 x
x

xxf
xf

21xy若补充定义

.1 断点称为原来函数的可去间故 x

2. 可去间断点

.

)(),()(lim

,)(

00

0

0

的可去间断点

为函数则称点但

处的极限存在在点如果

xfxxfAxf

xxf

xx




xo

y

1



注意  可去间断点只要改变或者补充间断处函
数的定义 ,  则可使其变为连续点 .

跳跃间断点与可去间断点统称为第一类间断点 .

特点 .0处的左、右极限都存在函数在点 x



3. 第二类间断点

.)(

,

)(

0

0

的第二类间断点

为函数则称点在右极限至少有一个不存

处的左、在点如果

xf

x

xxf

例
6

.0
,0,

,0,
1

)( 处的连续性在讨论函数 








 x
xx

x
xxf

解

o x

y
,0)00( f ,)00( f

.1为函数的第二类间断点 x

.断点这种情况称为无穷间

。即至少有一单侧极限为



例 7 .0
1

sin)( 处的连续性在讨论函数  x
x

xf

解 ,0处没有定义在 x

.
1

sinlim
0

不存在且
xx

.0为第二类间断点 x

.断点这种情况称为的振荡间

x

y
x

y
1

sin

0



例 8 .
2

2

2
)()1( 的间断点讨论函数

x

xf




解   ,1.0 无定义时观察知 xfxx 

22

2
lim)(lim:1

11 


 x

x
xfx

xx
对

.0

,,.

为间断点否则失去

形不可先将函数表达式变找间断点时注

x

22

2
lim)(lim:0

00 


 x

x
xfx

xx
对

  .1.0 的间断点为 xfxx 

.)(0 的可去间断点为 xfx 

.)(1 的无穷间断点为 xfx 

0

,



.,
01)1ln(

0)()2(
1

1

讨论间断点及类型设











xx

xexf
x

解 ,0,1  xx 可能间断点：间断点

,lim,0 11

1

0







eex x

x
时当

),
1

1
(,lim,1 1

1

1

1

1



 

 

xx

x
e

x
ex 时当

为无穷间段点。1x

,0)1ln(lim
0




x
x

为跳跃间段点。0x

)0,
1

1
(,0lim 1

1

1

1

1



 

 

xx

x
e

x
e



.

2
cos

)().3(
2

的间断点讨论函数
x

xx
xf






  ,0
2

cos 无定义时，解：观察知 xfx 


  .,12,
22

的间断点为即 xfZkkxkx 





,0)1(),1()(  gxxxg又


2

)
22

sin(

)1(
lim

1








x

xx
x

x

xx
x

2
cos

)1(
lim

1 


 .

)(1

的可去间断点
为 xfx 







x

xx

k
kx

2
cos

)1(
lim
0

12   
.

,0,12

的无穷间断点
为 xfkkx 



的无穷间断点。为则

）若（注

)(

,0)(,0)(,
)(

)(
)(1.1

0

00

xfxx

xgxh
xh

xg
xf





不确定。型，则为此时

）若（

0

00

0

0

)(

)(
lim

,0)(,0)(,
)(

)(
)(2

0

x
xh

xg

xgxh
xh

xg
xf

xx



注 2 ：    判断间断点的类型：











振荡间断点

无穷间断点

跳跃间断点

可去间断点

















存在但不等

存在且相等
第一类间断点

)0(),0(

)0(),0(

00

00

xfxf

xfxf








 



 

其它

至少有一为
第二类间断点

)().( 00 xfxf



内容小结

1 、理解函数连续与间断的概念，掌握初等函数的连
续性 .

断点的类型。根据左、右极限判别间)2(

（ 1 ）先求出可疑间断点 ( 函数无定义点 , 分段函数
的分段点 ).  

注：    判断间断点的类型：

2 、会判别间断点的类型

习题 1-8
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