
高等数学 A （上）期末复习 (2017)

第 一部分 期中考试前内容   (30% 左右 )

 利用两个重要极限、等价无穷小替换求极限； 
 

1 、无穷小的比较 , 无穷小阶的估计；         
  

函数连续的概念；会判别间断点类型 .      

2 、初等函数、隐函数、参数方程所确定的函数的
一阶、二阶导数的计算 .

重点

3 、利用洛必达法则求极限

难点 中值定理的应用



例 1   选择题与填空
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例 2 、计算下列极
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、 对数螺线 在点 处的切线的

直角坐标方程
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第 二部分 期中考试后内容   (70% 左右 )

第 3 章   （ 20% 左
右）
重点

3 、利用单调性结合零点定理判别函数零点的个
数及范围

1 、求函数单调区间、极值及最值；曲线凹凸区

间及拐点坐标；曲线的渐近线

2 、会证明函数不等式

难点 泰勒公式及其应用（建议不考）



例 1  选择与填空
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、函数 的单调区间 ，极值
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、设 有二阶连续导数，

则下列正确的是
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讨论方程 有几个实根例
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1 、原函数、不定积分的概念 ;

2 、利用换元法、分部积分法计算不定积分 ;

第 4 章

第 5 章
1 、定积分的定义、几何意义及性质 ;

2 、利用导数研究有关积分上限函数的单调性、

      极限、极值等，求分段函数的积分上限函

数 ;3 、利用换元法、分部积分法计算定积分，

      两类广义积分的基本计算；

第 4 、 5 章   一元函数积分学 (35% 左右 ) 



1 、 积分等式、不等式的证明 ;

4 、 求平面图形的面积 、平面曲线弧长、旋转
体的体积 ;

5 、求变力沿直线所作的功、侧压力 .

2 、积分中值定理的应用；

难点

3 、微积分的综合问题 .



例 1 、   选择题与填空

  ,)(1 CxFdxxf 、已知   dxefe xx )(则

   xxxx deefdxefe )()(解： CeF x   )(

、设 的一个原函数为 则2 ( ) sin 2 , (2 )f x x f x dx 
解

Cxfdxxf  )2(
2

1
)2(

,2sin)( xxF  ,2cos2)()( xxFxf 

Cx  4cos

、设 则
1

3 ( ) arcsin ,
( )

xf x dx x C dx
f x

   
解 )(arcsin)(  xxxf

21

1
)(

xx
xf




  dxxxdx
xf

21
)(

1
Cx  2

3
2 )1(

3

1



  )(,)(2)(4
1

0
xfdxxfxxf 则、设

解 设 两边积分
1

0
( ) ,. f x dx C
 

1

0

1

0
)2()( dxCxdxxf CC 2

2

1


2

1
 C

1x

d
、

2

0
20

5 lim
sin 2

x t

x

x e t

x x




6

1


3
0

0 2

d
lim

2

x

tex
x t

x





原式

20 6

1
lim

2

x

e x

x





解 : 

6

1




、 广义积分 收敛，则 的取值范围
2

6 (1)
(ln ) p

dx
p

x x




.11,

1
1

时发散时收敛，当注： 


ppdx
x p

1p

已知 则| |(2) 1,k xe dx k



 

dxekx



0

2 1
22

0  

k
e

k
kx 2k

解 : dxedxedxe kxkxxk 









0

0||

tx 令



、 曲线 与直线 所围

绕 轴旋转的旋转体的体积为

π π
7 (1) sin ( π ) , 0

2 2
y x x x y

x

    

旋转的旋转体的体积为

轴轴所围的图形绕及与直线曲线 yxxx
x

y 2,1
1

)2( 

解 : xdxV 


2

2sin
4

sin
2

2

0

2 




  xdx

解 :  用柱壳法

dxxxfV 
2

1
)(2  22

2

1
  dx

4

2

2



例 2 、计算下列积
分
 xdxx arctan)1(  xdxx 2tan)2(

 xdxx 22 sin)3( 


1

0 21
).4(

xx

dx




3

1 22 1
).5(

xx

dx

dx
x

x




1 2)1(

ln
)8(

dxe x 
2ln

0
1)6(


1

2

1 2

21
)7( dx

x

x



 xdxx arctan)1(

 
 dx

x

x
x

x
2

22

12

1
arctan

2

C
x

x
x


2

arctan)
2

1

2
(

2

 xdxx 2tan)2(

  xdxxxddxxx tan)1(sec2

  xdxxdxxx tantan

Cxxxx  coslntan
2

1 2



 xdxx 22 sin3）（   xdxxdx
x

2cos
2

1

2
2

2

2

 xdx
x

2sin
4

1

6
2

3

 xdxxxx
x

2sin2
4

1
2sin

4

1

6
2

3

3

 xxdxx
x

2cos
4

1
2sin

4

1

6
2

3

Cxxxxx
x

 2sin
8

1
2cos

4

1
2sin

4

1

6
2

3

2

  ……

      

  ------

     

 ……

  



tx sin令

)
2

(
4cossin

cossin

2

1

cossin

sin
2

0

2

0
utdt

tt

tt
dt

tt

t








 


令

dt
tt

t
 

 2

0 cossin

cos

原式




1

0 21
).4(

xx

dx




3

1 22 1
).5(

xx

dx
 3

4
2sin

cos
tan



 t

tdt
tx

 3

4
2sin

sin

 t

td
3

4sin

1 

t


3

32
2 

注：也可令倒代换



tedxe xx  11)6(
2ln

0
dt

t

t
 

1

0 2

2

1

2

dt
t 


1

0 2
)

1

1
1(2

2
2)arctan(2 1

0


 tt


1

2

1 2

21
)7( dx

x

x
 2

4

2cotsin


 dtttx

4
1)1(csc2

4

2 

   dtt

dx
x

x




1 2)1(

ln
)8( 









11 )1(

1

1

ln
dx

xxx

x

2ln)
1

ln
1

ln
( 1 





 

x

x

x

x



例 3. 设    
      
      
      
      
      
      
      
      
 


















11

11 ),1(
2

1
1  ,1

)(

xx

xx

x

xf


x

dttfxF
0

)()(求

解：

 




x
dtdttxF

1

1

0
1)1(

2

1
)(

4

1
 x

11  x当

2

0 4

1

2

1
)1(

2

1
)( xxdttxF

x
 

1x当

4

3

2

1
)1()1(

2

1
)( 2

1

1

0
  xxdttdttxF

x

1x当



例 4 、计算下列积分

1、
π

3 2 22
π

2

( sin )cosx x xdx



解 : dxxx  2

0

22 )sin1(sin2


原式

)
22

1

4

3

22

1
(2




8








1

0

1

3
)(,

1
)(2

2
dxxxGdt

t

t
xG

x
求、设


1

0
)( dxxxG解 

1

0

2)(
2

1
dxxG

 
1

0

21
0

2 )(
2

1
)(

2

1
dxxGxxGx





1

0 6

5

1

2

2

1
)1(

2

1
dx

x

x
G )12(

3

1




 
















2

0
)1(

.0
1

1

0,
1

1

)(3 dxxf

x
e

x
xxf

x

求、

txdxxf  1)1(
2

0

 








1

0

0

1 1

1

1

1
dt

t
dt

e

ee
t

tt

1
0

1
1 )]1[ln()]1ln([ xet t  

)1ln(1 1 e

 







1

0

0

1 1

1

1

1
dt

t
dt

e t


1

1
)( dttf解 :



4 、 dxxfxexf x   )()(
2

，求的一个原函数为已知

解   dxxfx )(  )(xxdf ,)()(  dxxfxxf

,)(
2

   Cedxxf x

又 ,2)(
2xxexf 

  dxxfx )(  dxxfxxf )()(

222 xex  .
2

Ce x  



例 5 、定积分应用题

例 1. 过坐标原点作曲线

轴围成平面图形 D.

(1) 求 D 的面
积 ;(2) 求 D 分别绕直线 x 、 y 轴 旋转所得旋转体的
体积 .

的切线 . 该切线与曲线

解 : (1) 设切点的横坐标
为

则所求切线方程为

由切线过原点知

因此 故切线方程为 xy ln

1
ey x

1

D 的面积为



(2) 求 D 绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积 .

xy ln

1
ey x

1
e

x dxx
e

V
1

2)(ln
3



]ln2)(ln[
3 11

2 
ee xdxxx

e 

2
3

 e
e

求 D 绕 y 轴旋转一周所得旋转体的体积 .

 
1

0

22 ])()[( dyeyeV y
y 


2

1

6

1 2  e



功？的水全部吸出需做多少了水，试问要将容器里
器，盛满米开口向上的半球型容有一半径为例 R2

y

解 建立坐标系如图 取x为积分变量， 

这一薄层水的重力为

dxxR )(8.9 22 
功元素为 dxxRxdw )(8.9 22  

dxxRxw
R

)(8.9 22

0
  

x

o
x

dxx 

xyV dd 2 xxR d)( 22  

4

4
gR





例 3. 一底为 8m, 高为 6m 的等腰三角形薄片 , 铅直地

          沉入水中 , 顶在上 , 底边在下且与水面平

行 , 而顶离

         水面 3m 时 , 试求它的一个侧面所受的水压

力。
解：建立坐标系如图所示。

)3(
3

2
 xy直线 AB 的方程为

dxxgxdF )3(
3

4
 

 
9

3
)3(

3

4
dxxxgF 

x

x+dx

)(168 KNg

x B(9,4)

A(3,0)

O
y



例 6 、有关微积分的综合证明题

0d)()3(:

),0[)(1

0

22 




x

ttftx

xf

证明

，上单调减少的连续函数为、设

证明 :  
xx

ttftttfxxF
0

2
0

2 d)(3d)()(设

)(2d)(2)( 2
0

xfxttfxxF
x

 
],0[)(2)(2 22 xxfxfx  

上单调减少，为 ),0[)( xf )()( xff  
0)(  xF则

0)0(),0[)(  FxF 上单调增加，又在

0d)()3(
0

22  
x

ttftx



2 、  设 f (x) 在 [0 ， 1] 上可微，且有     
                                      
  

dxxfef x )(2)1(
2/1

0

1 2

 
)(2)(  ff 求证：存在 ξ (0∈ ， 1 ) ，使     

                      
证明
：

]
2

1
,0[   ),()(    )1()1(

21   ccgcfefg c积分中值定理

)()(
21 xfexg x令

则 g(x) 在 [c ， 1] 上满足罗尔定理的条件

故存在 ξ (∈ c ， 1)(0 ， 1 ) ， ，使 0)(  g

0)]()(2[
22 11  


x

xx xfexfxe即

0
21 e )(2)(  ff 

dxxgf 
2/1

0
)(2)1(则



)32)(22(

1

),0(sin)()(3
0

22



 

nn

tdtttxf
x n

最大值不超过

上的在、证明

nxxxxxxf n  ,10sin)()(

:
22

先求最大值证明

点为极大值点也为最大值1x

,1,0)(,10  xxfx

 
1

0

22 sin)()1( tdtttf n最大值

0)(,,0)(,1  xfnxxfx 仅在

 
1

0

22 )( dtttt n

)32)(22(

1




nn



第 6 章  微分方程 (15% 左右 )

1 、一阶微分方程中可分离变量方程、齐次方程、一

阶线性方程 、伯努利方程的求解 .    

高等数学 A （上）期末复习 (2017)

2 、可降阶的微分方程的求解 .    

重点：一阶微分方程中可分离变量方程、一阶线性方

程 的求解；可降阶的微分方程的求解 .    



例 1   求解微分方程

0
1

1 32

  xye
ydx

dy
、

0)(2 332  dyyxydxx、

9

1
)1(ln23  yxxyyx ，且、

4、求微分方程 xy〞－ y′= x2 的满足初始条件

y(1)=1 ，

 y′(1)=2 的特解 . 



例 1   求解微分方程

解：变形 
xy ee

ydx

dy 321


分离变量 dxedyye xy 32

 

积分得 1
3

3

1

2

1 2

Cee xy 

方程通解为 Cee yx   2

32 3

0
1

1 32

  xye
ydx

dy
、

(C=－ 6C1)



0)(2 332  dyyxydxx、

333

2

1 












x

y
x

y

yx

yx

dx

dy解法一
方程变形为

x

y
u 令 ,

dx

du
xu

dx

dy


方程为
x

dx
du

uu







 

4

11
即：

||ln
3

1
||ln||ln

31 u
u

Cx   ||ln 1 xuC
33

1

u

 ||ln 1 yC 3

3

3y

x
3

3

3 y

x

Cey  ||

1

1C
C 

两边积分

,
1 3u

u

dx

du
xu






解法二： 22
2

33 1 


 xyx
yyx

yx

dy

dx

——伯努利方程 221  xyx
ydy

dx

令 z=x3 ， 
         
         
   

23
3

yz
ydy

dz
方程化为

所以 )3( 1

3

2

3

 





Cdyeyez
dy

y
dy

y

||ln)
3

( 333 yyCyCdy
y

y  
原方程的通解为   x3=Cy3+y3ln|y|

0)(2 332  dyyxydxx、



9

1
)1(ln23  yxxyyx ，且、

xy
xdx

dy
ln

2
解：  方程化为








  


dxxeCey
dx

x
dx

x

22

ln通解：

xxx
x

c

9

1
ln

3

1
2



xxxy
9

1
ln

3

1
特解：



4、求微分方程 xy〞－ y′= x2 的满足初始条件 y(1)=1

，

 y′(1)=2 的特解 . 解：

即 xp
x

p 
1

' ---- 一阶非齐次线性方程

)( 1

11

Cdxxeep
d x

x
dx

x 



xCx 1

2 

由 y′(1)=2 ，得 C1 

=1

所以          y′= 
x2+x 

令 y′= p 代入方程得 xp′－ p=x2 ，

两端再积分得 2

2
3

23

1
C

x
xy  由 y(1)=1,得 .

6

1
2 C

所求特解为 .
6

1

23

1 2
3 

x
xy

)( 1
lnln Cdxxee xx  



例 2.

曲线方程的横坐标的立方，求此面积为
所围的图形的与弦的任一点，已知弧上异于

为曲线为凸弧，且及过点已知曲线

P

PBBPBc

PBABAc



),,(),( 1001

解 . )(xfy 设曲线：
3

0 2

]1)([
)( x

xxf
dttf

x



建立微分方程：

0)1(6
11

'  yx
x

y
x

y 且求导：

0)1(3)(
22

1)(
)( 2 


 fxxf

xxf
xf 且求导：

]1,0[,156)( 2  xxxxfy解得



例 3.由坐标原点向曲线的切线所作垂线之长等于切
点的横坐标，求此曲线方程 .

)(xfy 设曲线方程为：

)('),( xXyyYyx 处的切线方程：在

x
y

xyy





2'1

|'|
根据题设： 1

22

1
'  y

x
y

x
y即：

解此伯努利方程得令 ,2yz 

)(2 xCxy 

解 .



例 4.  
x

dttxfxxfxf
0

)(sin)(),( 满足求一连续函数

解 . utx 令

 
xx

duufdttxf
00

)()(


x

duufxxf
0

)(sin)(方程化为：








0)0(

cos)()(

f

xxfxf
题：求导方程化为求初值问

)cos(sin
2

1
)( xexxxf 求得
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