
3.4  函数的单调性与极值

3.4.3 、  函数的最值

3.4.2 、  函数的极值

3.4.1 、  函数的单调性
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定理 1 .),(],[)( 内可导上连续，在在设函数 babaxfy 
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3.4.1 、   函数的单调
性
1 、  单调性的判别法

上单调增加；在

，那末函数内如果在）（

],[

)(0)(),(1

ba

xfyxfba 

.],[

)(0)(),()2(

上单调减少

在，那末函数内如果在

ba

xfyxfba 



证明 ],,[, 21 baxx  ,21 xx 且 应用拉氏定理 , 得

)())(()()( 211212 xxxxfxfxf  

,012  xx

,0)(),(  xfba 内，若在 ,0)(  f则

).()( 12 xfxf  .],[)( 上单调增加在 baxfy 

,0)(),(  xfba 内，若在 ,0)(  f则

).()( 12 xfxf  .],[)( 上单调减少在 baxfy 

注  定理中的闭区间可换成其他各种区间，结论
仍成立 . 



例 1

解

.1的单调性讨论函数  xey x

.1 xey

,)0,( 内在  ,0y 函数单调减少；

,),0( 内在  ,0y .)0[ 单调增加，函数在 

).,(: D又

注  (1) y = f（ x）的单调性在未指定区间时，应在

其有定义的区间上讨论。

（ 2 ）界点的归属 ：两侧区间皆可（当 f (x) 连续时）
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说明 : 
1) 单调区间的分界点除导数为零的点外 , 也可是导数不

存在的点 . 

例如 ,
3 2xy 

2) 如果函数在某导数为零的点两边导
数同号 , 则不改变函数的单调性 .

例如 ,

y

O x

3xy 



2 、 单调区间的求法

由以上讨论知：导数为零的点和不可导点，可
能是单调区间的分界点．

方法
:

不存在的点。的零点及求出 )()()2( xfxf 

（ 1 ）  f（ x）的定义域、连续区间

.)(

)()3(

的定义区间函数

不存在的点来划分用导数的零点及
xf

xf 

.)4( 判断区间内导数的符号

的符号判别单调性。依 )()5( xf 



例 2

解

的单调区间求出函数 593 23  xxxxf )(

963)( 2  xxxf

，令 0)(  xf .3,1 21  xx得
列表讨论

x )1,(  ),3( )3,1(1 3

)(xf 

)(xf

  



0 0

 

)3)(1(3  xx

单调增区间为 ],( 1 ),[ 3

单调减区间为 ],[ 31

).,(: D



例 3. 求函数 的单调区间 .

解 :  3
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 xx
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x

x 
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令 ,0)(  xf 得
5

2
1 x

导数不存在02 x
列表判别

x

)(xf 
)(xf

 0
5
20

  
0 33.0

)0,( ),0(
5
2 ),(

5
2 

单调增，在 ),
5

2
[]0,()( xf 单调减在 ]

5

2
,0[



例 4. 证明 时 , 成立不等式

证 :  令 ,
π

2sin
)( 

x

x
xf

2

sincos
)(

x

xxx
xf


 )tan(
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2

xx
x

x
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1

xtan
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0

从而因此

且

注：利用单调性可以证明不等式



例 5. )1ln()1(1,0 xxex x 证明：当

证明： )1ln()1(1)( xxexf x 设
1)1ln()(  xexf x

)0(0
1

1
)( 


 x

x
exf x

,0)(),( 连续在  xxfxf

,0),( 单调增在  xxf

,0)0()(0  fxfx ，当

,0),( 单调增在  xxf

,0)0()(0  fxfx ，当

)1ln()1(1,0 xxex x 当即



例 6. .)0(0ln)( 有几个实根方程讨论  kk
e

x
xxf

解 ).,(: 0D ,)( 0
11


ex
xf

,)(lim 


xf
x 0




)
ln

(lim)(lim
x

k

ex

x
xxf

xx

1

,)( 0 kef

上各有一零点。在 ),(),,0()( eexf

单调减单调增，在在 ),(),0()( eexf

注：  零点定理的推广

),,()( baCxf 设 0(lim)(lim 
 

xfxf
bxax

0)(),,(   fba 使得则至少



说明：利用单调性结合零点定理可以研究方程根
（函数的零点）的个数及范围

方法  (1) 先求出 f(x) 的单调区间。

(2) 判别每个单调区间的端点的函数值（或极
限）的符号。

(3)  根据零点定理：若两端点的值一正一负，
则在此区间内有唯一实根，其余则无实根。



3.4.2、   函数的极值及其求法 
     1   函数的极值的定义      

定义 :

在其中当

(1) 则称     为         的极大
值点 ,
称          为函数的极
大值 ;

(2) 则称     为         的极
小值点 ,称          为函数的极
小值 .极大值点与极小值点统称为极值点 .
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注：极值是一局部概念，而最大最小是整体概念
。
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            设 )(xf 在点 0x 处具有导数,且在 0x
处取得极值,那末必定 0)( 0

' xf . 

定理 2(必要条件 )

定义

.)()

0)((

的驻点叫做函数实根
的即方程使导数为零的点

xf

xf 

注 :

.

,)()1(

是极值点但函数的驻点却不一定

点的极值点必定是它的驻可导函数 xf

例如 , ,3xy  ,00  xy .0不是极值点但 x

2   函数的极值的必要条件     
 

 但 x = 0 处 导数不存在。 

处取得极值，在例 0)( 3 2  xxxg

(2)  极值点也不一定是驻点 .

(3)  可能极值点：驻点，导数不存在点。



的某去心邻域内可导。在处连续或不存在

处导数为零在设

0

00

,)

()(

x

xxxf

取得极小值。

处在则时，

而在时，若

000

00

)(,0)()),(

,0)(),()2(

xxfxfxxx

xfxxx








处不取得极值。在则

的符号保持不变，时，若

0

0

0

)(

)(),()3(

xxf

xfxUx  

取得极大值。

处在则时，

而在时，若

000

00

)(,0)()),(

,0)(),()1(

xxfxfxxx

xfxxx








3   函数的极值的第一充分条件 
     定理 3(第一充分条件 )
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4    求极值的步骤
: );()1( xf 求导数

和导数不存在的点。

的根）（方程求可能极值点，即驻点 ;0)()2(  xf

;

,)()3(

判断极值点

在驻点左右的正负号列表讨论 xf 

.)4( 求极值

( 不是极值点情形 )



例 1. 求函数 的极值 .

解 :  3
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)( xxf 3
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x 
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令 ,0)(  xf 得驻点
5

2
1 x

导数不存在02 x
列表判别

x

)(xf 
)(xf

 0
5
20

  
0 33.0

)0,( ),0(
5
2 ),(

5
2 

是极大值点，其极大值为

是极小值点，其极小值为



定理 4(第二充分条件 )

二阶导数 , 
且 则        在点      取极

大值 ;
则        在点      取极
小值 .




证 : (1) )( 0xf 
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 





0

)(
lim

0 xx

xf
xx 






,0)( 0 知由  xf ,0 ,0 0 时当  xx

时，故当 00 xxx   ;0)(  xf

时，当  00 xxx ,0)(  xf
0x 0x 0x 

 

由第一充分条件知 .)( 0取极大值在 xxf

(2)  类似可证 
.



例 2. 求函数 的极值 . 

解 : 1) 求导
数 ,)1(6)( 22  xxxf )15)(1(6)( 22  xxxf

2) 求驻点

令 ,0)(  xf 得驻点 1,0,1 321  xxx
3) 判别

因 ,06)0( f 故               为
极小值 ;

又 ,0)1()1(  ff 故需用第一充分条件判别 .

1 x

y

1 O



3.4.3、函数的最大最小值      

1   函数的最值的求法     
则其最值只能

在极值点或端点处达到 .

求函数最值的方法 :

(1)  求    在     内的极值可疑点

(2) 最大值

                                                         maxM ,)(af )(bf

最小值



特别 :
• 当         在                     内只有一
个极值可疑点时 ,

• 当         在          
上单调时 ,

最值必在端点处达到 .

若在此点取极大        值 , 则也是最大   
    值 . 

( 小
)

( 小
)

例 1

.

]4,3[141232 23

上的最大值与最小值

的在求函数  xxxy

2  应用举例

解 )1)(2(6)(  xxxf

得解方程 ,0)(  xf .1,2 21  xx

计算

 )3(f ;23  )2(f ;34
)1(f ;7 ;142)4(f

，最大值 142)4( f比较得 .7)1( f最小值



例 2. .)0(
1

)(
2

的最大值及值域求 


 x
x

x
xfy

解
2222

2

)1(

)1)(1(

)1(

1









x

xx

x

x
y

为唯一驻点，且：时，在 10  xx

,0)(1,0)(,1  xfxxfx 时，时，当

处取得极大值。在所以， 1)( xxf

处取得最大值。在是唯一驻点，所以因为 1)(1  xxfx

2

1
)1( f最大值为：

，又 0)0( f 0
1

lim
2


 x

x
x

]
2

1
,0[值域为



3  实际问题求最值 :

(1) 建立目标函数并确定定义域 ;

(2) 求最值 ;

最小）值．值即为所求的最大（或
点，则该点的函数若目标函数只有唯一驻



例 3. 

面积最小？
轴所围成的三角形的才能使该切线与两坐标

切线，的第一象限上哪一点作从椭圆 44 22  yx

解

A

B ),( 00 yx

)0,0), 0000  yxyx （，设点（

),(
4

0
0

0
0 xx

y

x
yy 


切线方程为：
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2
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2
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2
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2
0 2
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yxyx

xyyx





0

2
0

0
0

2
0

0

4
,

4 y

x
yOB

x

y
xOA 截距



内的最大值。在

问题化为：求

10

44)( 2





x

xxxf

内的最大值。在还可以求 10)44( 22  xxxy

,
2

1
0,168 3  xyxxy ，得唯一驻点令

处面积最小。则： 1,
2

1
00  yx

由问题的实际意义知最小值一定存在，而在 (0 ，

1) 内有唯一驻点，



例 4. .
2

1
)1(],1,0[,1

1
a

aa xxxa 有：证明：对若

证明 ,)1()( aa xxxf 令

为唯一驻点，得
2

1
,)1()( 11   xxaaxxf aa

所以为最小值点。

是唯一驻点为极小值点，又因为它 ,
2

1
 x

,0]
2

1

2

1
)[1()

2

1
(

22


 aa
aaf且：

即不等式成立。),
2

1
()( fxf 

 注：利用最值可以证明不等式：



内容小结

            本节要求掌握判断函数 f(x) 的单调性的
方法，会求函数在连续区间上的单调区间，并会用
单调性证明不等式，以及判别根的存在性与个数。
要求掌握求函数 f(x) 的极值与最值的方法，掌握解
决最值的应用题的方法，会用最值 证明不等式。

            本节主要介绍了函数单调性的判别方
法以及函数极值与最值的求法。

习题四  3.4
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