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1 、定义 4.1.1 ：

即 Ix ，都有 )()( xfxF   

或 dxxfxdF )()(  ，那么函数)(xF就称为)(xf

导函数为 )(xf ，

或dxxf)(在区间I内原函数. 

4.1  不定积分的概念与性质

4.1.1   原函数的概念 
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注：原函数与区间有关。

（ 1 ）   原函数存在定
理：
 如果函数 f (x) 在区间 I 上连续，则 f(x) 在区间 I

上一定存在原函数，即存在 F (x) ，使对任一 x∈I

，有                  )()( xfxF  （下一章将证明）

2 ．几个问题 



“连续函数一定有原函数” 

条件是充分而非必要的。
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         f (x) 在 x = 0 处间断，但在 ( －∞， +∞) 内处

有 )()( xfxF 



（ 2 ）如 f (x) 在 I 上有原函数，那么有多
少？ 

其中 C 为任意常数。 

),()( xfxFI 内设在 )())(( xfCxF 则

（ 3 ）完备性问题

设 F (x),G(x) 都是 f (x) 在 I 上的原函数

，

，有则 Ix 

)()(])()([ xFxGxFxG 
0)()(  xfxf

所以 G (x) － F (x) 在 I 上为一常数 C0 ，

即 G (x) = F (x) + C0 。 
         这说明，函数族 F (x) + C 是 f (x) 的全体

原函数的集合，它可表示 f (x) 在 I 上的任一原函数。

 



1 、定义 4.1.2  在区间 I 上 f (x) 的带任意常数项

的原函数（原函数的全体）称为 f (x) （或 f (x) 

dx ）在 I 上的不定积分，记 dxxf )(
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4.1.2    不定积分的概念

如 F (x) 是 f (x) 在区间 I 上的一个原函数，则有
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例 3  求    
1

 dx
x

解：

  C)ln( 
1

 xdx
x
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问题：如果 f (x) 的定义域由几个无公共点的区间

构成，在每个区间上 f (x) 均连续，那么  dxxf )(

(i) 如题目不作区间限制，应在每个区间上求 f 
(x) 的原函数族（不定积分）。 
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要我们求什么？ 



(ii) 不同区间上 f (x) 的原函数族的表达式有时可统

一，则不必注明区间；有时无法或难以统一，则应

分区间讨论。

2 、积分常数的几何意义 

从下面的例子说起 

例如 )
2
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( ,tansec2 



  nnxCxxdx

 ,tansec2 Cxxdx 一般



例 4   设曲线通过点（ 1 ， 2 ），且其上任一点
处的切线斜率等于这点横坐标的两倍，求此曲线
方程 .解 设曲线方程为 ),(xfy 

根据题意知 ,2x
dx

dy


即)(xf是x2的一个原函数. 

,2 2  Cxxdx ,)( 2 Cxxf 
由曲线通过点（ 1 ， 2 ） ,1 C
所求曲线方程为 .12  xy
函数)(xf的原函数的图形称为)(xf的积分曲线. 

显然，求不定积分得到一积分曲线族 .
其中任一条曲线可由另一条曲线上下平移而得到。
 



由不定积分的定义，可知

  dxxf
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d
)( ])([ dxxfd
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结论：微分运算与求不定积分的运算是互逆互逆的 .

3 、积分、微分之间的关系 
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4.1.3 、 基本积分表
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4.1.4 、不定积分的性质

性质
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   dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([

性质 2    dxxfKdxxKf )()(

  不定积分的计算

（此性质可推广到有限多个函数之和的情况）
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“直接积分法”—— 利用基本积分公式及积分

的线性性质而计算不定积分的方法。 
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例 4   求积分
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注 :  (1): 检验：求导验证。 

(2): 基本方法 :1) 对照积分表，变换被积函数。

2) 变换技巧：对分式添项，拆项，
对三角函数进行三角变换。
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4.2   换元积分法

4.2.1     第一类换元法

4.2.2     第二类换元法



4.2.1 、第一类换元法（凑微法） 

1  定理 4.2.1  设 f (u) 有原函数 F (u) ， 
          

可导，则有)(xu 
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如何应用此定理？ 

要计算不定积分    

                 

 

 dxxg )(

则若有 )()]([)( xxfxg  

)()]([)()]([)( xdxfdxxxfdxxg    

  )(])([)( xuCuFduuf 
)( xu 

CxF  )]([
在此过程中，积分变量从 x 换为 u —— “ 换
元” 
问题的关键是从 g (x) dx“ 凑出”         

                           

duxddxx  )()( 

而使被积表达式 g (x) dx 变成 f (u) du —— “ 凑微分

法”。 



2 ．例
子 题型一 

例 1    dxx 50)32(

Cuduu  5150

102

1

2

132  xu

Cx  51)32(
102

1

  )32()32(
2

1 50 xdx

例 2   dxx )
6

2cos(


Cx  )
6

2sin(
2

1 

  )
6

2()
6

2cos(
2

1 
xdx



例 3    22 xa

dx

C
a

x

a
 arctan

1




 )(
)(1

11

2 a

x
d

a

xa

一般      若 
             
            

  CxFdxxf )()(

)()(
1

)( baxdbaxf
a

dxbaxf  
CbaxF

a
 )(

1

则有

dx
xa


 22

1类似 C
a

x
 arcsin

a

x
d

a

x



2)(1

1



题型二 例 4   dxxe x2

CeCedue xuu  
2

2

1

2

1

2

1

例 5 dxxx  221

CxCx  2

3
22

3
2 )21(

6

1
)21(

3

2

4

1

一般   dxbaxxf )( 2   )()(
2

1 22 baxdbaxf
a

)(
2

1 22

xde x   

  dxbaxfx nn )(1   )()(
1

baxdbaxf
na

nn

)21()21(
4

1 22

1
2 xdx  



 dx
x

e x

  xdxfdx
x

xf
)(2

)(
一般

题型三

dx
xx  )ln21(

1
)(ln

ln21

1
xd

x 


)ln21(
ln21

1

2

1
xd

x



  .|ln21|ln

2

1
Cx 

题型四

例 7

 xde x2例 6 Ce x  2



例 8  求 .
1

1
dx

e x  dx
e

ee
x

xx

 



1

1

dx
e

e
x

x

 










1

1 dx
e

e
dx

x

x

 


1

)1(
1

1 x
x

ed
e

dx 


  .)1ln( Cex x 

一般 ,ln)(ln
1

)(ln xdxfdx
x

xf  

)()(
1

)( baedbaef
a

dxebaef xxxx  

xxxx deefdxeef   )()(

),ln()ln(
11

)ln( bxadbxaf
a

dx
x

bxaf  



题型五     
例 9

 xdxtan  dx
x

x

cos

sin

 xdxcot类似地    
  


x

xd

cos

cos
Cx  |cos|ln

例 10  xdx2sin   dxx)2cos1(
2

1

dxxdx   2cos
2

1

2

1
Cxx  2sin

4

1

2

1

 xdx3sin例 11   xdx cos)cos1( 2

Cxx  3cos
3

1
cos

Cx  sinln



   dxxxdx 24 )2cos1(
4

1
sin例 12

例 13   

解

.2cos3cos xdxx

)],cos()[cos(
2

1
coscos BABABA 

),5cos(cos
2

1
2cos3cos xxxx 

  dxxxxdxx )5cos(cos
2

1
2cos3cos

.5sin
10

1
sin

2

1
Cxx 




 dx
x

x )
2

4cos1
2cos21(

4

1

Cxxx  )4sin
8

1
2sin

2

3
(

4

1



例 14  求
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内容小结

1. 对一些常用的凑微分形式要熟悉 .
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2. 补充公式要熟记
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3. 积分结果形式上可能不统一，求导检验。 
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4. 多练、多思 
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