
 

4.4   几类特殊函数的积分

4.4.1     有理函数的积分

4.2.2     三角函数有理式的积分

4.3.3     简单无理函数的积分



 

4.4.1 、有理函数的积分 

1 ．有理函数的分
解 （ 1 ）有理函数  
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( ii ) 如 n<m, 这有理函数是真分式 , 如 n≥m ，则
可将其化为一个多项式加上一个有理真分式的形
式； 

两个多项式的商表示的函数 .

( i ) 如存在 x0 使 Pn (x0)=Qm (x0)=0 ，这说明它们有

公因子       (x － x0) ，可约去。 
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是既约真分式。所以下面不妨假设
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（ 2 ）有理函数的分解
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（其中 p2 － 4q < 0 ， r2 － 4s < 0 ），
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n则  可分解成如下部分分式之和：



 其中 Ai ，…， Bi ， Mi ， Ni ，…， Ri ， Si 等都是

常数 










 


)()()(

)(
2

21

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP

m

n 




)()( 2
21

bx

B

bx

B

bx

B








 











22

22
2

11

)( qpxx

NxM

qpxx

NxM





 



)( 2 qpxx

NxM











22

22
2

11

)( srxx

SxR

srxx

SxR

)2(
)( 2 



srxx

SxR








 

223

3

)2()1(

1
)(



xx

x
b

22
22

2
11

)2(2 







x

CxB

x

CxB
3

3
2

21

)1()1(1 








x

A

x

A

x

A

其中 A1 、 A2 、 A3 ， B1 ， C1 ， 
B2 ， C2 是待

定常数。 
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（ 3 ）系数如何确定 
方法一：比较系数法。

 对于例 1 中的 (a), 去分母得
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两端去分母，比较同次幂的系数得方程组，
解方程组可得。
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方法二：赋值法。

在（ 3 ）式中，令 x= － 1 ，
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 去分母后所得恒等式中代入 x 的特殊值从而求出

待定系数。

令 x=0 ，得－ 2=2A+C ， C=0

得－ 3=3A ， A= － 1 ，

 令 x=1 ，得－ 1=3A+2(B+C) ， B=1 。



 

2 . 积分法 

前两种类型的公式的积分易，后面的两类通过实例
讲方法。 

有理函数分解成四种类型的部分分式之和： 
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例 1   求积分 
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例 2   求积分 
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例 3   求积分 
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例 4  求积分  
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方法：利用分部积分得递推公式可得 . 
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3 ．说明 : 
      (1) 有理函数的原函数都是初等函数 .

(2) 有些初等函数尽管原函数存在，但无法表成
初等函数，如
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 (3) 上面给出了有理函数积分的一般方法，但往

往不是最好的方法，特别是在分母的次数较高时 .



 

例 5  求积分  
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4.4.2 、三角函数有理式的积
分 

“ 万能代换”：令  
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2 、例题 
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注
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4.4.3 、简单无理函数的积分 

1 ．形如   
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内容小结

1 、掌握三类特殊函数的积分

 习题 4.4
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