
 

本章所讲的定积分有两个基本条件（前提）

        积分区间——有限闭区间 [a ， b] ，

        被积函数—— f (x) 在 [a ， b] 上有界。 

        在实际问题中会遇到积分区间为无穷区间

，或者被积函数为无界函数的积分，这就不是我们

前面所讲的定积分了。这样的积分问题可看作对定

积分做的两种推广，从而形成广义 ( 反常 ) 积分的概

念。 



 

5.5.1     无穷区间上的广义积分

5.5.2     无界函数的广义积分

5.5    广义 ( 反常 ) 积分



 

6.4.1 、无穷区间上的广义 ( 反常 ) 积分 

1 、定义 1. 设 ,),[)(  aCxf ,ab 取 若

存在 
,

则称此极限为 f (x) 的无穷限广义积
分 , 

记作

这时称广义积分 收敛 ;

如果上述极限不存在 , 就称广义积分



 

类似地 , 若 ,],()( bCxf  则定义
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( c 为任意取定的常数 )

上式中只要有一个极限不存在 , 就称广义积分

发散 .

.],()( 上的广义积分在无穷区间为 bxf 

.),()( 上的广义积分在无穷区间为 xf



 

2 、计算方法
的一个原函数，是若 )()().1( xfxF
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  (2). 分部积分公式也适用于无穷限的广义积
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例 1   计算广义积分 .
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例 2   计算广义积分
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例 3  计算广义积分      
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例 4 证明广义积分


1

1
dx

x p 当 1p 时收敛， 

当 1p 时发散. 
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因此当 1p 时广义积分收敛，其值为
1

1
p

；

当 1p 时广义积分发散. 



 

6.4.2 、无界函数的广义积分 

定义 2. 设 ,],()( baCxf  而在点 a 的右邻域内无界
,

若极限对任意 ,aA  存在，则称此极限为

b
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上的广义积分，记作在区间 ],()( baxf
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这时也称广义积分收敛；

当极限不存在时，称广义积分发散 .

类似地 , 若 ,),[)( baCxf  而在 b 的左邻域内无界
,

则定义

.),[)( 上的广义积分在区间为 baxf
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而在点 c 
的

邻域内无界 
,

则定义
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上面只要有一个极限不存在，就称广义积分
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注  (1)  定义中附近无界的点称为瑕点，以上积分
称为瑕积分 .
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则有类似牛顿 -莱布尼兹公式的计算表达式 :
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例 1 证明广义积分
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因此当 1q 时广义积分收敛，其值为

q1
1

；当 1q 时广义积分发散. 
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例 2. 计算广义积
分

解 : 显然瑕点为 a , 所
以

原式
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下述解法是否正确 : 

, ∴积分收敛

例 3. 讨论广义积分 的收敛性 .   

解 : 
0

1 2

d

x

x


1

0 2

d

x

x

1

01













x 








0

1
1
x



所以反常积分 发散 .



 

例 4  计算 
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注： 1.   换元法可将广义积分化为新的广义积分
               或定积分 .

2. 若瑕点或在端点，则不必把积分
      分成两部分 .
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内容小结

1 、熟练掌握两类广义积分的定义和计算

      习题 5.5   总习题
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