
6.3   高阶线性微分方程

6.3.1   高阶线性微分方程解的结构

6.3.2   常系数奇次线性微分方程

6.3.3   常系数非奇次线性微分方程

6.3.4    欧拉方程
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n 阶常系数线性微分方程的标准形式

0 qyypy

二阶常系数齐次线性方程的标准形式

)(xfqyypy 

二阶常系数非齐次线性方程的标准形式

6.3.2 、 n 阶常系数齐次线性微分方程 



一、二阶常系数齐次线性微分方程 :

xry e
和它的导数只差常数因子 ,

代入①得

02  xr qprr e)(
0 qrpr 2

称②为微分方程①的特征方程 ,

1. 当 04  qp2
时 , ②有两个相异实根

方程有两个线性无关的特解 :

因此方程的通解为 xrxr CCy 21
21 ee 

( r 为待定常
数 ),

①

所以令①的解为 

②

则微分

其根称为特征根 .



特征方程 02  qrpr

2. 当 04  qp2
时 , 特征方程有两个相等实根

则微分方程有一个特解

设另一特解 ( u (x) 待定 )

代入方程
得 : [e xr1 )( urup 1  0 uq)( ururu 2

112 

是特征方程的重根

0u
取 u = x , 则
得

,e xrxy 1
2  因此原方程的通解为

xrxCCy 1
21 e)( 

02 1
2

11  uqrprupru )()(



特征方程 02  qrpr

3. 当 04  qp2 时 , 特征方程有一对共轭复根

这时原方程有两个复数
解 : xy )i(e 1 )sini(cose xxx  

xy )i(e 2 )sini(cose xxx  
 利用解的叠加原理 , 得原方程的线性无关特
解 : )( 211 2

1
yyy 

)( 212 2

1
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i
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xx  cose

xx  sine
因此原方程的通解为

)sincos(e xCxCy x 
21 



 综上所述，求二阶常系数齐次线性微分方程

),( 为常数qpyqypy 0

的通解的步骤如下： 

第一步  写出微分方程的特征方程 ,02  qrpr

第二步  求出特征方程的两个根 r1 ， r2 ， 

第三步  根据下表写出通解： 

  特征根的情况      通解的表达式 

实根 21 rr   

实根 21 rr   

复根  ir 2,1
 

xrxr eCeCy 21

21   
xrexCCy 2)( 21   

)sincos( 21 xCxCey x  
 

 



.044 的通解求方程  yyy

解 特征方程为 ,0442  rr

解得 ,221  rr

故所求通解为 .)( 2
21

xexCCy 

例 1

.052 的通解求方程  yyy

解 特征方程为 ,0522  rr

解得 ,2121 ir ，

故所求通解为

).2sin2cos( 21 xCxCey x  

例 2



例 3  求微分方程 y 〞－ 2y′－ 3y=0 的通解。 

解  特征方程为   r2 － 2r － 3=0 ， 

其根 r1= － 1 ， r2=3 是两个不相等的实根，因此

所求通解为 .3
21

xx eCeCy  

例 4    已知 y = xex 是某二阶常系数齐次线性微分
方程的一个解，求此微分方程。 

解：由题设知 r ＝ 1 是特征方程的二重根，

即                  r2 － 2r 
+1 = 0所求的微分方程为             y 〞－ 2y′+ 

y=0 

所以特征方程为          (r － 1)2 

= 0



二、 n 阶常系数齐次线性方程解法
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特征方程为 01
1

1  


nn
nn PrPrPr 

特征方程的根 微分方程通解中的对应项

(ii) 一对单复根 r1, 2

=i

(iv) 一对 k 重根 r1, 2= i

(iii)k 重实根 r

(i) 单实根 r 给出一项： erx

给出两项：

xexe xx   sin,cos

给出 k 项：
rxkrxrxrx exexxee 12 ,,,, 

给出 2k 项：

xexxxexe xkxx   cos,,cos,cos 1

xexxxexe xkxx   sin,,sin,sin 1



特征根为 ,,,1 54321 irrirrr 

故所求通解为

.sin)(cos)( 54321 xxCCxxCCeCy x  

解 ,0122 2345  rrrrr特征方程为

,0)1)(1( 22  rr

.022 )3()4()5( 的通解

求方程

 yyyyyy

例 5



6.3.3 、常系数非齐次线性微分方程 

二阶常系数线性非齐次微分方程 :

)(xfyqypy  ),( 为常数qp

根据解的结构定理 , 其通解为
*yYy 

非齐次方程特解齐次方程通解

求特解的方法

根据 f (x) 的特殊形
式 ,

的待定形式 ,

代入原方程比较两端表达式以确定待定系数 .

— 待定系数法



型一 )()( xPexf m
x

特例： λ=0 时， f (x)=Pm(x)               多项式型

指数函数型时， xAexfm  )(0

设非齐方程特解为 xexQy )(* 
])()([e* xQxQy x  

])()(2)([e* 2 xQxQxQy x  

代入原方程

)()()()()2()( 2 xPxQqpxQpxQ m 

不是特征方程的根，若)1( ,02  qp

),()( xQxQ m可设 ;)(* x
m exQy 



)()()()()2()( 2 xPxQqpxQpxQ m 

是特征方程的单根，若)2(

,02  qp ,02  p
),()( xxQxQ m可设 ;)(* x

m exxQy 
是特征方程的重根，若)3(

,02  qp ,02  p
),()( 2 xQxxQ m可设 .)(2* x

m exQxy 
综上讨论

,)(* xQexy m
xk 设










是重根

是单根

不是根





2

,1

0

k

注意 上述结论可推广到 n 阶常系数非齐次线
性微分方程（ k 是重根次数） .



.23 2 的通解求方程 xxeyyy 

解

对应齐次方程通解

特征方程 ,0232  rr

特征根 ，， 21 21  rr

,2
21

xx eCeCY 

是单根，2 ,)( 2* xeBAxxy 设

代入方程 , 
得

xABAx  22 ,
1

2

1












B

A

xexxy 2* )1
2

1
( 于是

原方程通解为
.)1

2

1
( 22

21
xxx exxeCeCy 

例 1



的通解求例 xxeyyy 422 

解： 特征方程为 0122  rr
特征根              r1=r2=1 

齐次方程的通解 xexCCY )( 21 
Pm(x)=4x 是一次多项式， λ=1 是特征方程的二重根，

设
xeBAxxy )(* 2 

代入方程并约去 ex 可得 xBAx 426 

比较系数可得 
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即

所以
xexy 3

3

2
* 

方程的通解为
xx exexCCy 3

21 3

2
)( 



下的特解

在初始条件求例 0)0(,0)0(323 2  yyxyy

解：特征方程为  r 2 + r =0 

特征根     r1=0, （单实根） r2=-1 

齐次方程的通解
xeCCY  21

)(* 2 CBxAxxy 设

代入方程可得 

1,2,
3

2
 CBA解得：

方程的通解为 xxxeCCy x   23
21 2

3

2

代入初始条件得 C1=-1,   C2=1

xxxey x   23 2
3

2
1特解为

322)26(3 22  xCBxBAAx



例 4   写出下列方程的通解形式
xexyy )32()1( 2 
xexyy 312)2( 

解

(2)     特征方程 r 2 –r =0,   r =0,1

)(*12 1 BAxxyxyy  ，对于

xx Cxeyeyy  *3 2，对于

xx CxeBAxxeCCy  )(21通解形式：

(1)     特征方程 r 2 –1 =0,   r =1

xeCBxAxxy )(* 2 特解形式：
xxx eCBxAxxeCeCy )( 2

21  通解形式：



型二、 ]sin)(cos)([)( xxPxxPexf nl
x  

],sin)(cos)([ )2()1(* xxRxxRexy mm
xk  

次多项式，是其中 mxRxR mm )(),( )2()1(  nlm ,max

,
1

0









是单根

不是根
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注意

上述结论可推广到 n 阶常系数非齐次线性微分方
程 .



的一个特解求微分方程例 xxyy 2cos5 

解：所给方程是二阶常系数非齐次线性方程，且

f (x) 属于 型]sin)(cos)([ xxPxxPe nl
x  

它的特征方程为       r2+1=0 

由于这里 λ+iω=2i 不是特征方程的根，所以应设
特解为

.2sin)(2cos)(* xdcxxbaxy 

把它代入所给方程，得

xxxadcxxcbax 2cos2sin)433(2cos)433( 

（其中λ=0 ，ω=2 ， Pl(x)=x,Pn(x)=0 ）。 



xxxadcxxcbax 2cos2sin)433(2cos)433( 

比较两端同类项的系数，得
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由此解得   
    9

4
,0,0,

3

1
 dcba

于是求得一个特解为 

.2sin
9

4
2cos

3

1
* xxxy 



的通解求微分方程例 xyy 2cos46 
解：对应的齐次方程为 04  yy

特征方程为 042 r

特征根       r1,2=±2i 

齐次方程的通解         Y=C1cos2x+C2sin2x 
是特征根，所以特解形式为 ii 2

]2sin2cos[* xbxaxy 
代入原方程并化简可得 

xxaxb 2cos2sin42cos4 
比较系数可得 a = 0 ，

4

1
b

所以 x
x

y 2sin
4

* 
原方程的通解为 x

x
xCxCy 2sin

4
2sin2cos 21 



的通解求微分方程例 xyy 2sin246 

解： xCxCY 2sin2cos 21 
xxxf 2cos1sin2)( 2 

对应于 f1(x)=1 ，可令 y1*=A ，易求

得 

*
4

1
1yA 

对应于 f2(x)= － cos2x ，由上例可知 x
x

y 2sin
4

* 

所以 x
x

y 2sin
44

1
* 

x
x

xCxCy 2sin
44

1
2sin2cos 21 



例 7  求 y 〞 +4y=2sin2x 的满足初始条件 y|x=0=0 ， y′|

x=0=1 的特解。 
解：由上例知方程的通解为

x
x

xCxCy 2sin
44

1
2sin2cos 21 

x
x

xxCxCy 2cos
2

2sin
4

1
2cos22sin2 21 

由初始条件可得 
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C
即有

所求特解为

x
x

xxy 2sin
44

1
2sin

2

1
2cos

4

1




6.3.4 、欧拉方程 
形如
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的方程（其中 p1 ， p2 ，…， pn 为常数），叫做欧拉方程。 

作变换     x=et           或     t = lnx 

将自变量 x 换成 t ，我们有 ,
1

dt

dy

xdx

dt

dt
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dx
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yd

    如果采用记号 D 表示对 t 求导的运算 dt

d

y
dt

d

dt

d

dt

dy

dt

yd
yx 
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dt

dy

dt

yd

dt

yd
yx 23

2

2
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3
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那末上述运算结果可以写成   xy′= D y , 

,)2)(1()23( 23 yDDDyDDD 
一般地，有            xky(k)=D(D － 1)…(D －

k+1)y把它代入欧拉方程，便得一个以 t 为自变量的常系数

线性微分方程。



例 1. 

解 : 则原方程化为

亦即

其根

则①对应的齐次方程的通解为

特征方程

 ①



① 的通解
为

换回原变量 , 得原方程通解为

设特解 : CtBtAy  2

代入①确定系数 , 得

 ①



例 2.

解 : 将方程化为 ( 欧拉方程 ) 

则方程化为

即 ②

特征根 :

设特解 : ,e2 ttAy  代入 ② 解得 A = 1,所求通解为 



内容小结

1 、掌握二阶常系数齐次线性方程的求解

02  qprr

0 qyypy

特征方程为

2 、掌握 n 阶常系数齐次线性方程解法

  特 征 根 的 情 况      通 解 的 表 达 式

实 根 21 rr 
实 根 21 rr 
复 根  ir 2,1

xrxr eCeCy 21

21 
xrexCCy 2)( 21 

)sincos( 21 xCxCey x  



3 、掌握二阶常系数非齐次线性微分方程解法

)(xfqyypy 

型)()()1( xPexf m
x

,)(* xQexy m
xk 设










是重根

是单根

不是根
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通解 y = Y + y* 

型]sin)(cos)([)()2( xxPxxPexf nl
x  

],sin)(cos)([ )2()1(* xxRxxRexy mm
xk  设

次多项式，是其中 mxRxR mm )(),( )2()1(  nlm ,max









.1

;0

是特征方程的单根时

不是特征方程的根时




i

i
k



5 、掌握欧拉方程的求解
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)1(1

1
)( xfypyxpyxpyx nn

nnnn  


令 x = et ，   
    

dt

d
D 

ykDDDyx kk )1()1()( 则有

从而化为以 t 为自变量，以 y 为未知函数的 n 阶
常系数线性微分方程 


	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31

