
定积分习题课
一、内容及要求 

1 ．理解定积分的概念、几何意义、性质。

2 ．理解变限积分函数的概念，熟练掌握牛顿——
莱布尼兹公式 

3 . 熟练掌握定积分的换元与分部积分法

4.  熟悉如下的一些结论：（均假设 f(x) 连续）

  (1)

 (2)      设 f(x) 是以 T 为周期的函数，则：

  对任何实数  a  ，有
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5 . 熟练掌握两类反常积分的定义和计算

6 . 熟练掌握定积分的几何应用和物理应
用



二、典型例题 

1. 利用定积分的定义、几何意义、性质 .
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2. 变限积分函数及其应用

( 一 ). 求变限积分函数的导数
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例 2  求下列极限
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( 三 ). 求分段函数的变限积分
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( 四 ). 讨论变限积分函数的性质

例 4 为偶函数的是连续，则下列函数中必若 )()1( xf


x

dttfA
0

2 )()( 
x

dttfB
0

2 )()(

 
x

dttftftC
0

)]()([)(  
x

dttftftD
0

)]()([)(

解 : 为偶函数为奇函数，则若 
x

dttfxFxf
0

)()()(

为奇函数为偶函数，则若 
x

dttfxFxf
0

)()()(

Dtftft 为奇函数，应选)]()([ 

.,,)( 都不对，则或令 CBAttf 

D



为周期的周期函数也是以

明：为周期的周期函数，证为以若

2)()(2)(

2)()2(
2

00   dttfxdttfxG

xf
x

证明 :  
 2

0

2

0
)()2()(2)2( dttfxdttfxG

x

 
 2

0

2

0

2

2

2

0
)()(2)(2)(2 dttfxdttfdttfdttf

x

 
 2

0

2

2
)()(2 dttfxdttf

x

 
2

00
)()2(22 dttfxduufut

x

)()()(2
2

00
xGdttfxdttf

x
 



例 5 .)()(
2

2

1

2 的单调区间与极值求  
x t dtetxxf

解 :   
2

2
2

2

11

2)(
x tx t dttedtexxf

xexxexdtexxf xxx t 222)(
44

2
2 22

1
 

 
2

2

1
2

x t dtex 1,0 x驻点

)(xf     0

   

f (x)

   x

极大 

1

0

1

+ +

0

0

极小 极大

),1( )0,1()1,(  )1,0(

 



3. 与定积分有关的证明题

( 一 ). 零点问题 .

例 1  设 f (x) 在 [a,b] 上连续，且 f (x)>0 ，证明：方
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使 F (ξ) = 0 ，即 : F (x) = 0 在 (a,b) 内至少有一个根 . 



又当 f (x) >0 时，

， 2
)(

1
)(2

)(

1
)()( 

xf
xf

xf
xfxF

F(x) 在 [a,b] 上单调增加；

故 F (x) = 0 在 (a,b) 内有唯一的根。 

例 2

 









a

b
dxxfgdxxgf

babaxgxf

)()()()(

),(],[)(),(

使得

上连续，证明在设

证明：  
x

b

x

a
dttgdttfx )()()(令

0)()(,),(,],[)(  bababax  且上可导在上连续在

利用罗尔定理 0)(),,(   使得ba

 





a

b
dxxfgdxxgf )()()()(即



例 3  设 f (x) 在 [0 ， 1] 上可微，且有     
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( 二 ).  积分不等式的证明

方法一、利用积分的估值、不等式性质 .

例 1








b

abxa
dxxf

ab
xf

afbaxf

|)(|
)(

2
|)(|max

,0)(],[)(

2

证明：上有连续可导，且在设

证明

))(()()( axfafxf  

)()(|)(||)(| axMaxfxf  

2

)(
)(|)(|

2ab
MdxaxMdxxf

b

a

b

a


 

M
ab

dxxf
b

a 2

)(
|)(|

2
 原不等式

Mxf
bxa




|)(|max设

ba  



例 2

6

),0()1ln()1()(
0

n

dtnttxf
x

最大值不超过

上的在证明  

证明

唯一驻点）
先求最大值

(10)1ln()1()(  xnxxxf

点为极大值点也为最大值1x

0101  )(,,)(, xfxxfx

 
1

0
111 dtnttf )ln()()(最大值

6
1

1

0

n
ntdtt   )(



方法二：构造变上限函数，利用微分学的知识证明不
等式是证明积分不等式的一个很重要的方法。
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( 三 ).  积分等式的证明

方法一、利用换元法证明积分等式 .

方法二、构造变上限函数，利用微分法证明积分等
式 .方法三、 利用分部积分法证明积分等式 .
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4.  有关定积分（反常积分）的计算

( 一 ). 选择适当的方法计算 ( 变形、换元、分部 )

例 1 ：   计算下列积分
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( 三 ). 特殊形式的函数的定积分的计算

(1). 有关分段函数、绝对值函数的定积分的计算

(2). 被积函数中含有变限积分的积分

(3). 被积函数中含有抽象函数的积分

dxx 2

0
2sin1).1(


例 2: 计算下列积分

dxxx |cossin|2

0
 



dxxxdxxx )cos(sin)sin(cos 2

4

4

0
 







)12(2 



(2). 如图 , 曲线 C 的方程
为

解 : 

.d)()(
3

0

2 xxfxx 

0

3
2 )()( xfxx 

是它的一

个拐点 , 

线 , 其交点为 (2,4), 设函数 f (x) 具有三阶连续导数 , 计算定

积分

xxfxx d)()(
3

0

2 

直线 l1 与 l2 分别是曲线 C 在点 (0, 0) 与 (3, 2) 处的切 

xxfx d)()12(
3

0 

0)3( f0

3

)()12( xfx  xxf d)(
3

0 

)2)2(7( 
0

3

)(2 xf

)]0()3([216 ff  20416 

2)3(;2)0(  ff

＝
0

4

3

2

1

1    2     3    4       xO

1l2l

y

)(xfy 
C



解 : xdxfx 
1

0

2 )()1(

0

1
3 )()1(

3

1
xfx  xxfx d)()1(

3

1 1

0
3 

21

0
1)1(2 )1d()1(

6
1 2

   xex x

 
1

0
d

6
ueu

e u )2(
6

1
 e

31

0
)1()(

3

1
  xdxf

0

))1(( 2 xu令



( 三 ). 简化定积分的计算的若干方法

例 3: 计算下列积分


dxxxx2

2

223 cos)sin()1(




解 : dxxx  2

0

22 )sin1(sin2


原式

)
22

1

4

3

22

1
(2




8




xd
e

x
x 

4

4

2

1

sin
)2(



 dx
e

x
xd

e

x
xx  




 
4

0

2
4

0

2

1

sin

1

sin 

4

1

8
sin4

0

2  


xdx
dxxf

a

a )(注：利用 xdtftx
a

a  )(

xdxfxf
a

a
])()([

2

1


 xdxfxf
a

])()([
0 



例 1. 过坐标原点作曲
线

轴围成平面图形 D.
(1) 求 D 的面
积 ;(2) 求 D 绕直线 x = e 旋转一周所得旋转体的
体积 .
解 : (1) 设切点的横坐标
为

则所求切线方程为

由切线过原点知

的切线 . 该切线与曲线

因此 故切线方程为

D 的面积为

xy ln

1
ey x

1

定积分的应用



(2) 求 D 绕直线 x = e 旋转一周所得旋转体的
体积 .

(2)  切线、 x 轴及直
线

所围三角形绕直线

旋转所得圆锥的体积为

曲线、 x 轴及直
线

所围图形绕直线 旋转所

因此所求旋转体体积为

xy ln

1
ey x

1

得旋转体体积为



例 2.  半径为 R 的球沉入水中 , 球的上部与水面相切，

球

     的比重与水相同，现将球从水中取出 , 需作多少

功？ 相应于区间 [x ， x+dx] 的球体
中的薄片 ( 球台 ) 的体积约为   

xxRV d)(d 22  

当球体恰好露出水面时，这一薄片在水面以上

移动的路程为 R+x ，
xxRxRgW d))((d 22  

解：建立坐标系如图所示。

克服重力做功为

O 
    
    
 

x

R+x  
        

x
水面x+d

x由于球的比重与水相同，

则这部分的球由 x 提升到水面不做功

 
R

R
xxRxRgW d))(( 22于是

 
R

R
xxRRg d)( 22 4

3

4
Rg

奇函数
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