
1

第 章2
数与微分

• 导数的定义

• 求导法则

• 高阶导数及相关变化率

• 微分

导
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*  微分学是微积分的重要组成部分,它的基本概念
是导数和微分.

*  两个基本概念来源于两类问题:

1)研究函数在某点变化的快慢,即变化率问题;

2)研究当自变量变化少许时,函数变化了多少,
即改变量问题;

*  本章基本内容:   建立导数和微分的概念,讨论
函数的求导方法和微分运算方法.

前者引出“导数”概念,后者引出“微分”概
念.
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2.1   导数的定义

2.1.1   引例

2.1.2  导数的定义

2.1.4 导数的几何意义

2.1.5 函数的可导性与连续性的关系

2.1.3  求导举例
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2.1.1 引例

)( 0tv≈

例1 设做直线运动的质点,它的路程规律是s=s(t),
则它在时刻t0的速度v(t0)是什么?

)( 0ts )( 0 tts ∆+

ttt ∆+→ 00:时间

)()(s: 00 tstts −∆+=∆路程

t
tsttsv

_

∆
−∆+

=
∆
∆

=
)()(

t
s: 00平均速度

t
tsttstv

tt ∆
−∆+

=
∆
∆

=
→∆→∆

)()(lim
t
slim)(: 00

000即时速度

O s

匀：以
常代变

精：求
极限
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割线的极限位置——切线位置

例2 求曲线的切线方程.
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例2 求曲线的切线方程

点N 沿曲线C 而趋于点M 时，割线MN 绕点M 
转动而趋于极限位置MT，直线MT 就称为曲线
C 在点M 处的切线. 

C

T

N

M

割线的极限
位置——切
线位置
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( )
0 0( , ) ( , )y f xN x y M x y=→沿曲线

MTMN 极限位置割线 点转动绕  → M

αϕ 切线的斜角割线的斜角 →

αϕ tantan 切线的斜率割线的斜率 →

lim ntan tak
ϕ α

α ϕ
→

∴ ==切

0 0

tan tan
( ) ( )f x x f xy

x x

α ϕ≈
+ ∆ −∆

= =
∆ ∆

α ϕ

T

0x xo x

y
)(xfy =

C

N

M

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆
= =

∆ ∆

匀：以常代变求近似

精：求极限得精确值

0x∆ →
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变速直线运动的瞬时速度:

0 0
0 0 0

( ) ( )s( ) lim lim
tt t

s t t s t
v t

t∆ → ∆ →

+ ∆ −∆
= =

∆ ∆

曲线的切线斜率：

0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
x x

f x x f xy
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆
= =

∆ ∆
αtan=切k

两者的共性：

所求量为函数增量与自变量增量之比的极限
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2.1.2 导数的定义
1.函数在一点的导数

0

0

0

0 0

0

0 0

0

( )
, (

) ,
( ) ( )

, ( )
, ( )

, ( ).

y f x x
x x x

x x y
y f x x f x

y x
x

y f x
x y f x
x f x

=

+

= + −

=

→

=
′

∆

∆

∆ ∆ ∆

∆ ∆

设函数 在点 的某个邻域内

有定义 当自变量 在 处取得增量 点

仍在该邻域内 时 相应地函数 取

得增量 ；若

存在 则称函数

在点 处可导 并称此极限为函数

在点 处的导数 记

时

与 之比的

做

极限

：

定义2.1.1

x
xfxxf

x
yxf

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

=′
→∆→∆

)()(limlim)( 00

000



10

x
xfxxf

x
yxf

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

=′
→∆→∆

)()(limlim)( 00

000

00
0

)(

xxxx
xx dx

xdf
dx
dyy

==
=

′ ，，2.导数也可记作

说明:

1.“可导”,“导数存在”,“具有导数”意义相同;

3.导数的定义是构造型的,它是函数的一种特殊

形式的极限;
4.点导数是因变量在点x0处的变化率，它反映
因变量随自变量的变化而变化的快慢程度的
精确描述.
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5.导数的不同 表达形式:

0
0

0

0

( )( )) im (l
x

f x xf
x

f xx
∆ →

+ ∆ −′ =
∆

0 0

0( ) (i )l m
x x

ff x x
x x→

−
=

−

如果导数不存在的原因是 ,∞=
∆
∆

→∆ x
y

x 0
lim

6.  如果极限不存在,则称函数f(x)在点x0不可导.

则称函数f(x)在点x0的导数为无穷大.

0 0

0

( ) ( )lim
h

ff x x h
h→

− −
=0

0

0( ) (li )m
h

f x h
h

f x
→

+ −
=
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2.单侧导数的定义

右导数:
x

xfxxf
x ∆

−∆+
=

+→∆

)()(lim 00

0
0 0

lim( )
x

f y
x

x
+∆ →

+

∆
=

∆
′

左导数: x
xfxxf

x ∆
−∆+

=
−→∆

)()(lim 00

0
0 0

lim( )
x

f y
x

x
−∆ →

−

∆
=

∆
′

分别存在且相等、 )()( 00 xfxf −+ ′′⇔存在)( 0xf ′

函数在一点可导的充要条件：
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3. 导函数(区间导数)的定义
( )

( )
y f x I

f x I
=如果函数 在开区间 内的每点处都可导，

就称函数 在开区间 内可导。

0 0
0 0

( ) ( )( ) lim
x

x xf x ff
x

x
∆ →

+ ∆ −′ =
∆0x

1 1
1 0

( ) ( )( ) lim
x

x xf x ff
x

x
∆ →

+ ∆ −′ =
∆1x

0

( ) ( )( ) lim
x

f x fxxf x
x∆ →

+ ∆ −′ =
∆

x

:f ′
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3. 导函数(区间导数)的定义

, ( )
( )

( ), ( ),

x I f x
f x

dy df xy f x
dx dx

∈

′ ′

对于任一 都对应着 的一个确定的导数值,

这个函数叫做原来函数 的导函数.记作：

或 .

0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
x∆ →

+ ∆ −′ =
∆

注意：单侧导数不可记作 , )()( 00
－

、 xfxf ′′ +

0( ) .f x x′它 表示的是 函 在 的右、左极限们 导 数

( )g x =

0
0( ) lim ( )

x x
g x g x

+

+

→
=0( )f x +′ =

0

lim ( )
x x

f x
+→

′=
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说明:
1.对于闭区间的端点,只要求单边可导

2.在上述极限表达式中,       是变量,   是常量x∆ x

(称呼: 导数、导函数、导数值)

3.          与 之间的关系:   )( 0xf ′ )(xf ′

0
)()( 0 xx

xfxf
=

′=′

x
xfxxf

x
yxf

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

=′
→∆→∆

)()(limlim)(
00

0d ( )
d
f x

x
d ( )

d
f x

x
=

0x x= ≠ = 0
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步骤: );()()1( xfxxfy −∆+=∆求增量

;)()()2(
x

xfxxf
x
y

∆
−∆+

=
∆
∆

算比值

.lim)3(
0 x

yy
x ∆

∆
=′

→∆
求极限

例3 ( ) ( )f x C C=求函数 为常数 的导数.

解
h

xfhxfxf
h

)()(lim)(
0

−+
=′

→ h
CC

h

−
=

→0
lim 0=

0( )C ′ =即

2.1.3 求导举例



例4
4

( ) sin , (sin ) (sin ) .
x

f x x x x
=

′ ′= π设函数 求 及

解

h
xhxx

h

sin)sin(lim)(sin
0

−+
=′

→

cos .x= (sin ) cosx x′ =即

44

cos)(sin π
=

π
=

=′∴
xx

xx
2  

2
=

类似的， xx sin)(cos −=′

0

2cos( sin
2

)
2lim

h

hx

h

h

→

+ ⋅
=

0 0

2
limcos( l 2) im

2h h

h
h

h

x
→ →

= + ⋅

+sin sin 2cos sin
2 2

α β α βα β −
− = ⋅
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( )
0

(1) 1 1 ~

x

x µ

→

+ −

回忆：当 时

(2) 1 ~xa −

(3) log (1 ) ~a x+

( )x Rµ µ∈

lnx a⋅

ln
x
a
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例5 ( )y x= µ µ求函数 是任意实数 的导数.

解

1, ( )n nn x nx −′ =µ取 为正整数 有

)( ′x例如:
1

2
1

2
1 −

= x
1

2 x
= ， )( 1 ′−x 11)1( −−−= x

2

1
x

= −

0 0

( )lim lim
x x

y x x x
x x

µ µ

∆ → ∆ →

∆ + ∆ −
=

∆ ∆

0 0xx
x
∆

∆ → →当 时，有

(1 ) 1 ~x x
x x

µ µ∆ ∆
∴ + −0

lim
x

x

x
x
x

µ
µ

∆ →

∆

=
∆

0
x

x x x

µ

µ

µ
≠

随着 的取值不同， 有不同的定义域，设

属于 的定义域且

0

(1
l

1
m

)
i
x x

x
xxµ

µ

∆ →

∆
+ −

=
∆

1xµµ −=
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例6 0 1( ) ( , )xf x a a a= > ≠求函数 的导数。

解

h
aaa

xhx

h

x −
=′

+

→0
lim)(

h
aa

h

h

x 1lim
0

−
=

→
.ln aa x=

( ) lnx xa a a′ =即 ( )x xe e′ =特别：

1 ~ha − lnh a⋅0h→当 时:

0

lnlimx

h

h aa
h→

⋅
=
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例7 0 1log ( , )ay x a a= > ≠求函数 的导数。

解

h
xhxy aa

h

log)(loglim
0

−+
=′

→

ax
xa ln

1)(log =′即
1(ln )x
x

′ =特别：

0

log (1
lim

)

h

a x
h

h

→

+
=

1
lnx a

=

log (1 ) ~a
h
x

+
1

ln
h
x a
⋅0 0hh

x
→ →当 时，

0
lim ln
h

h
x

h
a

→
=
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1( )

(sin ) cos (cos ) sin
1 1(log ) (ln )

( ) ( )
ln

ln

a

x x x x

x x

x x x x

x x
a

a
x

a ea
x

e

µ µµ −′ =
′′ = =

′ ′= =

′ ′= =

−

★请记住以下基本求导公式:



23

例8 0( )f x x x= =讨论函数 在 处的可导性.

解 xy =

x

y

o

,)0()0(
h
h

h
fhf

=
−+



h
h

h
fhf

hh ++ →→
=

−+
00

lim)0()0(lim ,1=

h
h

h
fhf

hh

−
=

−+
−− →→ 00

lim)0()0(lim 1= −

),0()0( −+ ′≠′ ff即 0( )y f x x∴ = =函数 在 点不可导.

0

(0 ) (0 )lim
2h

f h f h
h→

+ − −
注意： 0=

0
lim

2h

h h
h→

− −
=

0

0 0

0 0

( ) ( )lim
( ) ( )h

x h x h
x x h

f f
h→

−+
−+ −

=
−
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说明： 0 0
00

( ) ( )(1) lim ( )
2h

f x h f x h f x x
h→

+ − −

未

存在， 在 处

必可导. 0( )f x x x= =如：函数 在 处.

0( )f x′=

02 ( )f x x（ ）若函数 在 处可导，那么

0

0 0( ) ( )lim
2h

x h h
h

xf f
→

+ −−

0 0

0

0

0

0( ) ( )1 1lim lim
2 2

( ) ( )
h h

f x f xf x h f x
hh

h
→ →

= +
− −+ −

00 0

0

0( )( ) ( )lim
2

( )
h

f xf x
h

xh f x hf
→

+ − −
=

− +

0

0 0

0 0

( ) ( )lim
( ) ( )h

x h x h
x x h

f f
h→

−+
−+ −

=
−
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2             0
( ) 0

cos 1    0
x x

f x x
x x

 ≥
= =

− <

，
求 在 处的导数.

，

解

0

(0 ) (0)lim(0)
x

f f x f
x+∆ →

+

+ ∆ −
=′

∆

2

0

( ) 0l m 0i
x

x
x+∆ →

∆ −
∆

==

0

00 0( ) ( )lim( )
x

f f x f
x→

+ −
=′

∆

∆
∆－－

2

0

2 0

( )

lim
x

x

x∆

∆

∆→

−
= =

－

0)0( =′∴ f

例9

0

1coslim
x

x
x→

−
=

∆

∆
∆－
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1. 导数的物理意义
在均匀情况下,
凡是用除法定
义的概念或物
理量,在不均匀
的情况下,绝大
多数是导数

dt
d

t

dl
dm

l
m

dt
dqi

t
qi

dt
dva

t
va

dt
dsv

t
sv

θωθω

ρρ

==

==

==

==

==

角速度

线密度

电流强度

加速度

速度

不均匀均匀

2.1.4 导数的物理意义和几何意义
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2. 导数的几何意义

)))(,()(tan 000 是切点切 xfxxfk ′== α

切线方程： 0 00( )( ) ( )y f x xf xx′− = −

法线方程： 0 0
0

1
( )

( )x
f

y
x

y x−− = −
′

)0)(( 0 ≠′ xf

切线的斜率:

特殊情况：

01) ( ) 0f x′ = 时 00 : xxyy == 法线切线：

2 0y xx= =如： 在 处
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y
3 xy =

x0

,0lim
3

0
∞=

−
→ x

x
x

3( ) 0
0.

f x x x
x
= =

=

在 处不可导，

但有切线

注：

02) ( )f x′ = ∞时 00 : yyxx == 法线切线：

3 0y xx= =如： 在 处

注意: 导数存在 有切线



2.1.5 可导与连续的关系

证 则根据定义有：可导在点设函数 ,)( 0xxf

00
lim ( )

x

y f x
x∆ →

∆ ′=
∆

0
lim

x
y

∆ →
∴ ∆

0=

0( )f x x∴函数 在点 连续。

定理2.1.1 可导函数都是连续函数。

注意: 不连续一定不可导；但连续未必可导.

0
= lim

x

y x
x∆ →

∆ ⋅ ∆ ∆  00
mlim li

x x

y
x

x
∆ → ∆ →

∆
⋅

∆
= ∆
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,
0,0

0,1sin)(






=

≠=
x

x
x

xxf

再如：

0x =在 处不可导,

0

1

1/π－1/π x

y

0

1sin (0)
lim

0x

x f
x

x→

−

−

注意: 不连续一定不可导；但连续未必可导。

如例8中 y = |x| 在 x = 0 处连续但不可导。

0

1= limsin
x x→

不存在，

0( )f x x =在 处连续！ 0 0

1lim ( ) lim sin (0)
x x

f x x f
x→ →

= =
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加深对导数概念的理解；
基本求导公式的推导；
分段函数分界点处的可导性讨论；
抽象函数导数存在性的证明等.

物理典型:速度问题 几何典型:切线问题

导数的概念:函数对

自变量的即时变化
率

导数的定义:当自变
量的增量趋于零时,
函数增量与自变量
增量之比的极限.

利用定义
求导数

求切线和
法线方程

可导与连续的
关系

★ 本讲内容小结
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