
1

2.2   求导法则

2.2.1 函数的和、差、积、商求导法则

2.2.2 反函数的求导法则

2.2.3 复合函数的求导法则

2.2.4 常用函数导数表

2.2.5 隐函数及由参数方程所确定的函数的

导数
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并且可导

处也在点分母不为零们的和、差、积、商

则它处可导在点如果函数

,
)(

,)(),(
x

xxvxu定理2.2.1

2

1
2

3 0

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( );
( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ] ( ( ) )
( ) ( )

u x v x u x v x
u x v x u x v x u x v x
u x u x v x u x v x v x
v x v x

′ ′ ′± = ±
′ ′ ′⋅ = +
′ ′−′ = ≠

2.2.1 函数的和.差.积.商求导法则
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推论 ;)(])([)1(
11
∑∑
==

′=′
n

i
i

n

i
i xfxf

14( ) ( )
v
′

1 2 3(3) [ ( ) ( ) ( )]f x f x f x ′

( )1 2 3 1 2 3( )f f f f f f′ ′= +

1 2 3 1 2 3 1 2 3f f f f f f f f f′ ′ ′= + +

2

1 1v v
v

′ ′⋅ − ⋅
= 2

v
v
′

= −

(2) [ ( )]Cf x ′ ( )+ ( )C f x Cf x′ ′=
= ( )Cf x′
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例1  验证下列函数的导数

xxxxx
xxxxx

cotcsc)(csccsc)cot(
tansec)(secsec)(tan

2

2

−=′−=′

=′=′

s( in( )ta
c s

n )
o

xx
x

=′ ′证
x2cos

=
)(sin ′x xcos⋅ xsin− )(cos ′⋅ x

x
xx

2

22

cos
sincos +

= 2
21

cos
sec

x
x= =

1((s )
co

ec )
s

x
x
′=′ x2cos
=

)1( ′ xcos⋅ 1− )(cos ′⋅ x

x
x

2cos
sin

= sec tanx x=1 sin
cos cos

x
x x

= ⋅
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例2  .,
4
3tan23cosln3 yexxxy xx ′+−+= 求设 π

x
x

x cos13 ⋅⋅+

2ln23sinlncos)1ln3( 32 xxexxxxxx −+−+=

解

)(coslncos)(lncosln)( 333 ′+′+′= xxxxxxxxx

)
4
3(tan)2()3()cosln( 3 ′+′−′+′=′ πxxexxxy

xe3+ 2ln2x− 0+

xxx cosln3 2= )sin(ln3 xxx −⋅+

3 2 ln 2x xe+ −
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且有内也可导

在对应区间则其反函数且

内单调、可导在某区间设函数

,
)(,0)(

)(
ygxxf

xfy
=≠′

=

2.2.2 反函数的导数

定理2.2.2

即 反函数的导数等于直接函数导数的倒数

dx
dydy

dx
xf

yg 1
)(

1)( =
′

=′ 或
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解

内单调、可导在 )
2

,
2

(sin ππ
−∈= yIyx

(sin ) cos 0,y y′ = ≠且 内有在 )1,1(−∈∴ xI

ycos
1

=

y2sin1
1

−
=

2

1
1 x

=
−

xy arcsin=

( )

( )

2

2

1arcsin , ( 1,1)
1

1arccos , ( 1,1)
1

x x
x

x x
x

′
= ∈ −

−
′
= − ∈ −

−

例4 证明

(arcsin )x ′ dy
dx

= =
1

(sin )y
=

′dx
dy

1
(cos 0)y >
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,)
2

,
2

(tan 内单调、可导在
ππ

−∈= yIyx

,0sec)(tan 2 >=′ yy且 内有在 ),( +∞−∞∈∴ xI

y2sec
1

=

y2tan1
1

+
=

2

1
1 x

=
+

( )

( ) ),(,
1

1cotarc

),(,
1

1arctan

2

2

+∞−∞∈
+

−=′

+∞−∞∈
+

=′

x
x

x

x
x

x

dy
dx

= =
dx
dy

1
(arctan )x ′ 1

(tan )y
=

′
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2.2.3 复合函数的求导法则

定理2.2.3 (链式法则)

)()( 000
xuf

dx
dy

xx ϕ′⋅′==

,)()()2 000 可导对应的点在与 xuxufy ϕ==
0 1) ( ) ,u x xϕ=若 函数 在点 可导

且其导数为可导在点则复合函数 ,)]([ 0xxfy ϕ=

0 0u u x x
d duy
du dx= == ⋅

u xy
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2.2.3 复合函数的求导法则

定理2.2.3 (链式法则)

2) ( ) ,x uy f u I I= 在与区间 对应的区间 可导

即 因变量对自变量求导,等于因变量对中间变

量求导,乘以中间变量对自变量求导。

 1 ϕ) ( ) ,xu x I=若 函数 在区间 可导

[ ( )] ,xy f x Iφ=则复合函数 在区间 可导 且其导数为

( )( [ ( )]) ( ) ( )u xf x f u xϕϕ ϕ=′ ′ ′= [ ( )] ( )f x xϕ ϕ′ ′=

u xy

dy
dx ( )u x

du
u

d
dd

y
xϕ== ⋅
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注

2) 多层复合的情形

.)]([))]([)(1 记号的差异与 xfxf ϕϕ ′′

( [ ( )]) ( ) , ,f x u x xϕ ϕ′ =表示先将 代入 再对 求

先复合

导

即 再求导；

[ ( )] , ( ) ,
.

f x u u xϕ ϕ′ =表示先对 求导 再将

先求导

入

即 再复合

代

),(),(),( xvvuufy ψϕ ===设

{ [ ( )]}

.dv
d

y f x
dy dy
dx d

du
du xv

ϕ ψ=

= ⋅ ⋅

则复合函数 的导数为

( [ ( )]) ( ) ( )f x f u xϕ ϕ′ ′ ′= [ ( )] ( )f x xϕ ϕ′ ′=
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例5 求下列函数的导数

21
2sin)1

x
xy

+
= )(lntan)2 2 xy =

2

21) sin ,
1

xy u u
x

= =
+

函数可视为由 复合而成解

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅=故 22

2

)1(
22)1(2

x
xxx

+
⋅−+

⋅

2

2

2 2
2(2 1 )cos
(1 )1

x
x x
x −

= ⋅
++

cosu=
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)(lntan)2 2 xy =
2 , tan , lny u u v v x= = =函数可视为由 复合而成

u2= v2sec⋅
x
1
⋅

)tan(ln2 x= )(lnsec2 x⋅
x
1
⋅

1)在求复合函数导数时关键是搞清复合结构,
然后如同锁链一样,需由表及里一层一层地
求导,一直求到最里面,不能漏掉任何一层,
否则导致错误。

注

2)熟练掌握后可以省去中间变量而直接写出求
导结果。

dy dy du dv
dx du dv dx

= ⋅ ⋅故
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例6 计算导数
x
xyxxy

−
+

=++=
1
1arctan)2()1ln()1( 2

解
)1(

1
1)1( 2

2
′++

++
=′ xx

xx
y )

12
21(

1
1

22 +
+

++
=

x
x

xx

1
1
2 +

=
x

)
1
1(

1
11

1)2( ′
−
+

−
++

=
x
x

x
xy )

1
1(

1
12

1
2

1 ′
−
+

−
+

⋅
−

=
x
x

x
x

x

2)1(
2

1
12

1
2

1
x

x
x

x
−

⋅

−
+

⋅
−

=
212

1
x−

=

)
1

1(
1

1
2

2

2 +

++

++
=

x
xx

xx ( )arshx ′=
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例7 .
)(

1arctan)(ln,)( 的导数求可导设
xf

xfyxf =

解

(ln ) (ln )f x x′ ′= ⋅ )(ln
)(

1arctan xf
xf

+⋅ )
)(

1(
)

)(
1(1

1
2

′⋅
+

⋅
xf

xf

)(
1arctan1)(ln
xfx

xf ′= )()
)(

1(
)

)(
1(1

)(ln
2

2
xf

xf
xf

xf ′−⋅
+

+

)(
1arctan1)(ln
xfx

xf ′=
)(1

)()(ln
2 xf

xfxf
+

′⋅
−

1 1( (ln )) arctan (ln )(arctan )
( ) ( )

y f x f x
f x f x

′ ′ ′= +
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1.导数运算的基本法则

)()]([))]([)(6(

1
)(

1])()[5(

)(
)()()()(]

)(
)()[4(

)()()()(])()()[3(
)()(])()()[2(

)(])()[1(

1

2

xxfxf
dy
dxdx

dy
xf

xf

xv
xvxuxvxu

xv
xu

xvxuxvxuxvxu
xvxuxvxu

xuCxCu

ϕϕϕ ′⋅′=′

=
′

=′

′−′
=′

′+′=′
′+′=′+

′=′

− 或

2.2.4 常用函数导数表
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xxx
xx

xx
C

tansec)(sec
sec)(tan
cos)(sin

0)(

2

=′
=′

=′
=′

2. 基本初等函数的导数公式

xxx
xx

xx
xx

cotcsc)(csc
csc)(cot
sin)(cos

)(

2

1

−=′
−=′

−=′
=′ −µµ µ

xxxx eeaaa =′=′ )(ln)(

x
x

ax
xa

1)(ln
ln
1)(log =′=′

22

22

1
1)cot(

1
1)(arctan

1
1)(arccos

1
1)(arcsin

x
xarc

x
x

x
x

x
x

+
−=′

+
=′

−
−=′

−
=′
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例9
x

x 1)(ln =′证明：

解
x

xxx 1)(ln)(ln,0 =′=′> 时

])[ln()(ln,0 ′−=′< xxx 时

)(1 ′−⋅
−

= x
x

x
1

=

x
x 1)(ln =′综上，
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( )( )ln ( ) ( )ln ( )v x u xey v x u x ′′∴ = ⋅

)(ln)( xuxvey =作变形：

0( )( ) ( ( ) )v xy u x u x y′= >求幂指函数 的导数 。

解

)()()()()(ln)( 1)()( xuxvxuxvxuxu xvxv ′⋅⋅+′⋅⋅= −

( ) 1( ) ln ( ) ( ) ( )
(

( )
)

v x v x u x v x u x
u x

u x
 ′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 
 

例10 

注 后面还可用隐函数求导法来计算。
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)cos)(sincos(sin
cossin

2222

44

xxxx
xxy
−+=

−=

例11  求下列函数的导数

2

3
44

1
1)2(cossin)1(

x
xxyxxy

+
++

=−=

解 )(sinsin4)1( 3 ′⋅=′ xxy )(coscos4 3 ′⋅− xx

xx cossin4 3= xx sincos4 3+

)cos(sincossin4 22 xxxx += x2sin2=

另解：

x2cos−=

xxxy 2sin22)2sin()2cos( =⋅−−=′−=′

虽然求导可以有很多种方法,但显然把 f(x) 先予以

恒等变换成简单函数后再求导能简捷得多.
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2

3

1
1)2(

x
xxy

+
++

=

解法一：

2

2

1
1)1(

x
xxy
+

++
= 21

1
x

x
+

+=

)1(
)1(

11 2
22

′+⋅
+

−=′ x
x

y 22 )1(
21

x
x

+
−=

22

2323

)1(
)1)(1()1()1(

x
xxxxxxy

+
′+++−+′++

=′

22

322

)1(
)1(2)1)(13(

x
xxxxx

+
++−++

= 22

24

)1(
122

x
xxx

+
+−+

=

22 )1(
21

x
x

+
−=

另解：
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21 , [ 1, 1]y x x= − ∈ −：显函数

2 2 1, 0x y y+ = ≥隐 ：函数

cos
, [0, ]

sin
x t

t
y t

π
=

∈ =

参数方程所确定的 数：函

( )y f x=确定函数 的三种方法：

( )y f x=

( , ) 0F x y =2 2 1 0, 0x y y+ − = ≥
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1 ( , ) 0 ( )( ),F x y y f x= =方法 先将 化成显函数

然后再求导。

2.2.5 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数

显化

隐函数求导的方法

( )y y x=把 代入原方程应有恒等式

2 ( , ) 0 ( )F x y y y x= =方法 由方程 所确定的隐函数 ，

0))(,( ≡xyxF

x该等式两边对 求导， xy′再从中解出 ，

此方法即为隐函数求导法.
如： 2 2 1 0, 0x y y+ − = ≥
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例12 利用隐函数求导法，求下列函数的导数 。y′x
)cos()1 yxy +=

解 ))(cos()( yxy +=x x
求导，有的函数，两边对看作把 xxy

=′y )sin( yx +− )( ′+⋅ yx )1( y′+⋅

解得： =′y
)sin( yx +−
)sin(1 yx ++

cos( ) cos ( )x y u u x y x+ = +可看作由 和 复合而成

的显式。表示为

要把的显式，我们也没有必一般也不能表示成

导数故其的显式，一般不能表示成隐函数

xy
x

yxy

x

x

′

′

( )
cos( )

y y x
y x y

=
= +

其中 由方程

确定
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0)2 =+− − xyee xy

解

求导，有的函数，两边对看作把 xxy

ye y ′⋅ )1(−⋅− − xe xe−+ yxy ′⋅++ 0=

解得： =′y
ye x +−

yex +

，故，从原方程知，此时 001 ==− ye y

处的值，在若要求 0=′ xyx

=′∴ =
=

0
0

x
y

y 1
10
)01(

−=
+
+

−

0)()( =⋅+− − yxee xy xx

( ) 0y xy y x e e xy−= − + =其中 由方程 确定
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观察函数 .,
)4(

1)1( sin
2

3
x

x xy
ex

xxy =
+

−+
=

方法:

先在方程两边取对数,  然后利用隐函数的求导
方法求出导数.

结构特点:

.)( )( 的情形数多个函数相乘或幂指函 xvxu

3.对数求导法
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例14

解

]1
4

2
)1(3

1
1

1[
)4(

1)1(
2

3

−
+

−
−

+
++

−+
=′∴

xxxex
xxy x

等式两边先取绝对值再取对数得

xxxxy −+−−++= 4ln21ln
3
11lnln

x上式两边对 求导得:

1
4

2
)1(3

1
1

1
−

+
−

−
+

+
=
′

xxxy
y

.,
)4(

1)1(
2

3

y
ex

xxy x
′

+
−+

= 求设

) )1(ln( x
x

′ =应用

3 3

2 2
1 ( 1) 1 1 2+ [ 1]

( 4) ( 4) 3( 1) 4x x
x x xy

x e x e x x
− + −′ = − −

+ + − +
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例15

解

.),0(sin yxxy x ′>= 用对数求导法求设

等式两边取对数得 xxy lnsinln ⋅=

求导得上式两边对x

x
xxxy

y
1sinlncos1
⋅+⋅=′

)1sinln(cos
x

xxxyy ⋅+⋅=′∴

)sinln(cossin

x
xxxx x +⋅=

0.y >显然



31

4.由参数方程确定的函数的导数

[引例]






−=

=
2

2

1

2
1 gtty

tx

ν

ν
斜上抛物体运动

2
2

1 1

22
2

1 1

1  ( )
2

  
2 

gy x xg x xν
ν

νν ν ν
= ⋅ − = −

前者物理意义清楚,后者几何意思明显,各有利弊.

若参数方程 确定x与y间的函数关系,




=
=

)( 
)( 

ty
tx

ψ
ϕ

则称此函数y=y(x)(或x=x(y))为参数方程所确
定的函数.
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例如




=
=

,
,2

2ty
tx

2
xt =

22 )
2

( xty ==∴ xy
2
1

=′∴

消去参数

问题: 消参困难或无法消参如何求导?

?==′
dx
dyy问题：

 ( )
 ( )

x t
y t

ϕ
ψ

=
 =

参数方程：
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1) ),( (x t t xϕ ϕ −= =设函数 具有单调连续的反函数

)]([ 1 xy −=∴ ϕψ

( ), ( ) , '( ) 0,x t y t tϕ ψ ϕ= = ≠再设函数 都可导 且

由复合函数及反函数的求导法则得

dy dy
dx d dt

dt
x

= ⋅
1dy

dt dx
dt

= ⋅
)(
)(

t
t

ϕ
ψ
′
′

=

dt
dx
dt
dy

dx
dy

=即

,
)(
)(
中在方程





ψ=
ϕ=

ty
tx 1( ) (( ) )yy x t xy tψ ϕ−= = =，看作由

复合而成
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( sin )
(1 cos )

x a t t
y a t
=


−

= −



摆线

1599年伽利略

为摆线命名

t 实参数 是在弧度制下，

圆滚动的角度

圆上某定点滚动的轨迹
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例16

解
t

t
cos1

sin
−

=
taa

ta
cos

sin
−

=

2
cos1

2
sin

2
π

−

π

=∴ π
=tdx

dy
1=

处的切线方程。在求摆线
2)cos1(

)sin( π
=





−=
−=

t
tay
ttax

ayaxt =−== ),1
2

(,
2

ππ
时当

)1
2

( −−=−

∴
πaxay

所求切线方程为：

)
2

2( π
−+= axy即：

dy
dx

dy
dt
dx
dt

=
( )

( sin )
t t x

x a t t
=

= −
其中

由

确定
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18 1
2

( cos )r a= + =
πθ θ例 求心脏线 在 处的切线.

解 间的关系有：根据极坐标与直角坐标

dx
dy

∴
)2sinsin(

)2cos(cos
θθ
θθ

−−
+

=
a
a

θθ
θθ

2sinsin
2coscos

+
+

−=

2
πθ =

=∴
dx
dyk切 1=

ayx === ,0
2
时

π
θ

axy +=∴ :所求切线为

（※ 极坐标方程确定的函数的导数）

( )r r θ=
( )cos
( )sin

x r
y r

θ θ
θ θ

=
⇒  =

化为参方





+=
+=

θθ
θθ

sin)cos1(
cos)cos1(

ay
ax

dy
dθ
dx
dθ

=
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四个朝着

不同方向

的心脏线
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