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★上讲内容回顾(1)

数方程两边取对数再求导对数求导法

参数方程求导：

在方程两边直接求导隐函数求导

复合函数求导法则：

或反函数求导法则：

四则运算求导法则
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常
用
基
本
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2.3  高阶导数及相关变化率

2.3.1 高阶导数

2.3.2 相关变化率
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2.3.1 高阶导数

引例:变速直线运动的加速度

),(tfs =设 )()( tftv ′=则瞬时速度为

的变化率对时间是速度加速度 tva

( ) ( ) [ ( )]a t v t f t′ ′ ′∴ = =

1、高阶导数的概念

即处可导在点的导数如果函数 ,)()( xxfxf ′

0

( ) ( )( ( )) lim

,
x

f x x f xf x
x∆ →

′ ′+ ∆ −′ ′ =
∆

存在

定义

( ( )) ( )f x f x x′ ′则称 为函数 在点 处的二阶导数.
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记作：
2 2

2 2

( )( ) .d y d f xf x y
dx dx

′′ ′′或 或 或

, 类似地 可定义三阶导数、四阶导数

)(][ )1()1()( −− =′= nnn y
dx
dyy

( ) ( )
( 1)

0

( ) ( )( ) lim
n n

n

x

f x x f xf x
x

+

∆ →

+ ∆ −
=

∆

( )( )f x ′′ ( )dd
dx

y
dx

=

dy
dx

d

dx

 
 
 =( )d

dx
f

=
′ 2

2
d y
dx

=

n

n
d y
dx

=



6

1.二阶及二阶以上的导数称为高阶导数。注：

约定: ;y y′ 称为函数 的一阶导数
0( ), .yy yy =称为函数 的零阶导数 即

2.函数 f(x)在点x处具有n阶导数,也常说成 f(x)在
点x处n阶可导,而且当 f(x)在点x处n阶可导时,
蕴涵着在x的某邻域内一切低于n阶的导数都
是存在且连续的.

3 4

3 4, , ,
n

n
d f d f
dx dx

d f
dx

或

(4) ( ), , , nyy y′′′  ( ( )4)( ), ( ), (, )nf xf x f x′′′ 或

3 4

3 4, , ,
n

n
d y d y
dx dx

d y
dx

或

分别记作：
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2、高阶导数的计算

1)直接法：由高阶导数的定义逐步求高阶导数

例1 2 1  ln( ),y x x y′′′= + + 求 。

,
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2 +

=′
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2 2(( 1) )y x
−

′′ ′= +

2
3)1( 2 −+−=′′′ xy

)3)1(()1( 222 2
5 xxx ++−+= −

解
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−=
x

x3
2 21 ( 1) 2

2
x x

−
= − + ⋅

xxx 2)1()
2
3( 2

52 ⋅+⋅−⋅− −

2
5)1(

12
2

2

+
−

=
x

x

直接法求n阶导数一般适用于阶数不太高,如 n<5时
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例2   阶导数：基本初等函数的n
( )1) (( )x ne ( )( )x na (ln )x na a=

xxy cos)(sin)2( =′=′ )
2

sin( π
+= x

y ′′ )
22

sin( ππ
++= x )

2
2sin( π
⋅+= x

)
2

2cos( π
⋅+=′′′ xy )

2
3sin( π
⋅+= x


( )( ) (sin ) sin( )

2
nny x x n π
= + ⋅=

同理可得

)
2

cos( π
+= xsin x= −

( )(sin ) nax b+ sin( )
2

na ax b n π
+ ⋅+=

( )(cos ) nax b+ cos( )
2

na ax b n π
+ ⋅+=

( 0 1)a a> ≠且 xe=
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)()3( Rxy ∈= αα设
1−αα=′ xy
)( 1 ′α=′′ −αxy 2)1( −α−αα= x



3)2)(1( −α−α−αα= x))1(( 2 ′−αα=′′′ −αxy

)( () ( ) ( 1) ( ( 11) )n nn x n xy nα αα α α −= − − += ≥

则为自然数若 ,nα
)()( )( nnn xy = ,!n= )!()1( ′=+ ny n 0=

求n阶导数时,求出1-3或4阶后,不要急于合
并,先分析结果的规律性,再写出n阶导数,最后用

数学归纳法证明

注意:
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( )(3) ( 1)) ( 1)( nn n xxα αα α α −= − − +
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2)间接法

★ 高阶导数的运算法则

则阶导数具有和设函数 ,nvu
)()()()()1( nnn vuvu ±=± )()()()2( nn CuCu =

( ) ( ) ( 1) ( 2)( 1)(3) ( )
2!

n n n nn nu v v vvu nu u− −−′ ′′⋅ = + +

莱布尼兹公式)()(
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!
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+ + +
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n
n k n k k

n
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=

+ = ∑
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(3)

( ) 2u v u v u v uv′′ ′′ ′ ′ ′′⋅ = + +
0 (0) 1 2 (0)
2 2 2C u v C u v C u v′′ ′ ′ ′′= + +

0 0
2
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2( )u v C u C u vv′′′ ′′′ ′′+= ′⋅ 1

2
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1
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2
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例4   阶导数：计算下列函数的n 2(1) sin3y x x=

解
)(2)( )3sin()1( nn xxy =

莱布尼兹公式

=

uv
2)()3(sin xx n ⋅ )()3(sin 2)1( ′⋅+ − xxn n

)()3(sin
!2

)1( 2)2( ′′⋅
−

+ − xxnn n

2)
2

3sin(3 xnxn ⋅⋅+=
π 13 sin(3 ( 1) ) 2

2
nn x n xπ−+ + − ⋅ ⋅

2( 1) 3 sin(3 ( 2) ) 2
2! 2

nn n x n π−−
+ ⋅ + − ⋅ ⋅

( ) ( ) ( )

0
( )

n
n k n k k

n
k

u v C u v−

=

⋅ = ∑

间接法：利用已知的高阶导数公式, 通过运算法
则, 变量代换等方法, 求出n阶导数。
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xxy 66 cossin)2( +=

解 3232 )(cos)(sin xxy +=

)coscossin)(sincos(sin 422422 xxxxxx +−+=

xxxx 22222 cossin3)cos(sin −+=

x2sin
4
31 2−=

2
4cos1

4
31 x−
⋅−=

3 4 4
8 2

( ) cos( )n ny x n π
∴ = ⋅ ⋅ + ⋅

5 3 cos4
8 8

x= +

1n ≥（ ）

1 2 2 1( )( )n n n n n na b a b a a b ab b− − − −− = − + + + +
n na b+

1 2 2 1( )[ ( ) ( ) ( ) ]n n n na b a a b a b b− − − −= + + − + + − + −

( )n na b= − − 2 1n k= +（ ）
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2
12)3( 2 −−

+
=

xx
xy

解

2
12

2 −−
+

=
xx

xy
1

3
1

2
3
5

+
+

−
=

xx
11 )1(

3
1)2(

3
5 −− ++−= xx

( )
1 1

5( 1) ! ( 1) !
3 ( 2) 3 ( 1)

n n
n

n n
n ny

x x+ +

− −
∴ = ⋅ + ⋅

− +

注 计算高阶导数一般比较麻烦,多使用间接法,使
用时,应根据给出的函数先予以化简变成基本公
式中的形式(如(2)(3)),然后再套用公式计算。

2 1
a b

x x
= +

− +
2 1

( 2)( 1)
x

x x
+

=
− +

( 1) ( 2)
( 2)( 1)

a x b x
x x
+ + −

=
− +

( ) 2
( 2)( 1)

a b x a b
x x
+ + −

=
− +
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3)分段函数、隐函数以及参数方程表达的函数的
高阶导数

2

0
0

0

( ) , , ,

( )

xe x
f x a b c

ax bx c x
f x x

 ≥
= 

+ + <
=

设 问 为

何值时 在 处具有二阶导数。（教材例子）

例5   

解








)0)(( 处连续在 =xxf

)0)(( 处一阶可导在 =xxf

)0)(( 处二阶可导在 =xxf

(0 ) (0 ) (0)f f f+ −= =

(0) (0)f f+ −′ ′=

(0) (0)f f+ −′′ ′′=

(0)f ′=

(0)f ′′=
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2

0
( )

0

xe x
f x

ax bx c x


= 
+ + <

≥


)0)(( 处连续在 =xxf(0 ) (0 ) (0)f f f+ −= =

2

0 0
lim lim( ) (0)x

x x
e ax bx c f

+ −→ →
⇒ = + + =

2
0 0( ) (0)x

x xe ax bx c f= =⇒ = + + = 1 (0)c f⇒ = =

)0)(( 处一阶可导在 =xxf(0) (0)f f+ −′ ′= (0)f ′=

+0

(0)lim
0

x

x

e f
x→

−
−

2

0

(0)lim
0x

ax bx c f
x−→

+ + −
=

−
(0)f ′=

2

0 0

1lim lim
x

x x

e ax bx c c
x x→ →

− + + −
= 1 (0)b f ′⇒ = =
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0

(0)lim
x

x

e f
x+→

′−

2

0
( )

0

xe x
f x

ax bx c x


= 
+ + <

≥



( )f x′

1 (0)c f= =
1 (0)b f ′= =

0
2 0

xe x
ax b x


= 

+ <
≥



)0)(( 处二阶可导在 =xxf(0) (0)f f+ −′′ ′′=

0 0

1 2lim lim
0 0

x

x x

e ax b b
x x+ −→ →

− + −
=

− −

1 2 (0)a f ′′⇒ = =

(0)f ′′=

0

2 (0)lim
x

ax b f
x−→

′+ −
= (0)f ′′=

0
2 0

xe x
ax b x


= 

+ <
>



1
2

a⇒ =
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1 (0)b f ′⇒ = =

( ( ) 0 )f x x′ =在 处连续(0 ) (0 ) (0)f f f+ −′ ′ ′= =

0 0
lim lim(2 ) (0)x

x x
e ax b f

+ −→ →
′⇒ = + =

0 0(2 ) (0)x
x xe ax b f= = ′= + =

(0 ) (0 ) (0)

(0
(0)

) (0) (0)
(0) (0)f f f

f f f

f f f

+ −

+ −

+ −

 = =


 ′′ ′′ ′

′ ′ ′=
=

=
′=

2

0
( )

0

xe x
f x

ax bx c x


= 
+ + <

≥



0
( )

2 0

xe x
f x

ax b x


′ = 
+ <

>


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例6 tan( ) ( ), ,y x y y y x y y′ ′′= + =设方程 确定 求 .

解 求导得：方程两边对x

)1)((sec2 yyxy ′++=′

整理得：
)(sec1

)(sec
2

2

yx
yxy
+−

+
=′

, :y x x将上式中的 仍视为 的函数 继续对 求导

)11(22 23
3

yy
yyy +−=′=′′ −

2
11

tan ( )
y

x y
′⇒ = − −

+ 2
11
y

y −−=′⇒

2

2
1 tan ( )

tan ( )
x y

x y
+ +

=
− +
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1( sin ), ( cos )
( )

x a y a
y y x

θ θ θ= − = −

=

求由摆线 所

确定的函数 的二阶导数。

例7

解

θ

θ

x
y

dx
dy

′
′

=
)cos1(

sin
θ

θ
−

=
a

a
θ

θ
cos1

sin
−

=

)
cos1

sin(2

2

θ
θ

−
=∴

dx
d

dx
yd sin( )

1 cos
d

xd
d
d

θ
θ

θ
θ

= ⋅
−

2)cos1(
sinsin)cos1(cos

θ
θθθθ

−
⋅−−

=
1

(1 cos )a θ−
⋅ 2)cos1(

1
θ−

−=
a

dx
dθ

1sin( )
1 cos

d
d

θ
θ θ

= ⋅
−
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的二阶导数求函数




=
=

)(
)(

ty
tx

ψ
ϕ

2

2 ( )d y d dy
dx dx dx

=

)(
1

)(
)()()()(

2 tt
tttt

ϕϕ
ϕψϕψ

′
⋅

′
′′′−′′′

=

2

2 3

( ) ( ) ( ) ( )
( )

d y t t t t
dx t

ψ ϕ ψ ϕ
ϕ

′′ ′ ′ ′′−
=

′
即

注 应掌握该结论的推导思想！

( )
( )

dy t
dx t

ψ
ϕ
′

=
′

( )g t=

dx
dt

1( )( )
( )

d t
dt t

ψ
φ
′

= ⋅
′

( )( )
( )

d t
dt t

dt
dx

ψ
φ
′

=
′
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2.3.2 相关变化率 （自学）

,)()( 都是可导函数及设 tyytxx ==

相关变化率问题:

已知其中一个变化率时如何求出另一个变化率?

这样两个相互依赖的变化率称为相关变化率。

,之间存在某种关系与而变量 yx

,间也存在一定关系与从而它们的变化率
dt
dy

dt
dx
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10
10

/ ,cm s
cm

一个气球的半径以 的速度增长着

求当半径为 时体积和表面积的增长速度.

例8

解 ),(, trrt =气球的半径为时设在时刻

分别为则气球的体积和表面积

34V ( )
3

r tπ= 2S 4 ( )r tπ=

.的函数都是和显然， tSV

10 ( ) ? ( ) ?r cm V t S t′ ′= = =今问：当 时

,)( 未知因为 tr ,)(),( 的导数关于无法求出 ttStV
从而得发考虑问题所以只能从已知公式出 ,
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dt
tdrtr

dt
dS )()(24 ⋅⋅= π

scm
dt
dS

tr /800101024 2
10)( ππ =⋅⋅⋅=∴ =

类似地，

3

2

10 4000
800

, / ,
/

r cm cm s
cm s

π

π

=即 时 体积的增长速度为

表面积的增长速度为

dt
tdrtr

dt
dV )()(3

3
4 2 ⋅⋅= π

( ) 10 /dr t cm s
dt

=由题设知

scm
dt
dV

tr /400010104 32
10)( ππ =⋅⋅=∴ =

时cmtr 10)( =

34V ( )
3

r tπ= 2S 4 ( )r tπ=
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★本讲内容小结

1.高阶导数

2.变化率与相关变化率

x
xfxxfxf

x ∆
′−∆+′

=′′
→∆

)()(lim)(
0

)(2

2

dx
dy

dx
d

dx
yd
=或

阶导数公式常见函数的n

阶导数运算法则n 莱布尼兹公式∗

变化率在科技和实践中具有广泛的应用,作为导数
的实际背景应掌握好;两个相互依赖的变化率称为
相关变化率.
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