
1 

变化率问题－导数 

概念 

计算 

改变量问题－微分 

简单应用 —相关变化率问题 

概念 

计算 

简单应用 —近似计算 
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2.4   微分 

   2.4.1 微分的概念 

   2.4.2 微分的运算法则及基本公式 

   2.4.3 高阶微分 
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2.4.1 微分的概念 

1、问题的提出 

实例 设有一质点沿直线作变速运动,运动规律  

          是s(t),则由时刻t到            这段时间内,它 

          所经过的路程为 

tt 
),()( tsttss 

当s(t)相当复杂时,精确计算      相当困难 s

但是,若时间间隔    充分小, t

则在这段时间内质点的瞬时速度来不及 

发生很大的改变, 

因此可认为它在做匀速运动,速度为        , )(ts

于是路程                     , ttss  )(

即用关于    的一次函数            来代替       ! t stts  )(
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2

0
,y x x x

y

 



设函数 在点 处的改变量为 时

求函数的改变量

2

0

2

0 )( xxxy 
)1(

0
2y x x    既容易计算又是较好的近似值 

问题:这个线性函数(函数改变量的主要部分)是
否所有函数的改变量都有?它是什么?如何求? 

2

0
2 ( )x x x   

)2(

1( ) x 的线性函数,

0 2( ) ,x x x  时， 是 的高阶无穷小当 很小时可忽略。

;y为 的主要部分
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0 0 0

0

0

0

0

0

0

2.4.1 ( ) ,

( ) ( ) ( )

,

( )

( ) , ( )

,

( ) ,
x x x x x x

y f x x f x A x o

y f x x

x x

A x

y f x x A x y f x

x x

dy df x dy x

x

A
  

    

























   

设函数 在某区间内有定义 及

也在这区间内 如果有：

其中 是不依赖于 的常数 成立，则称函数

在点 而 叫做函数

在点 相应于自变量增量 的 记作：

或 即

可微

微分

定义

2.微分的定义 
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;)1( 的线性函数是自变量的改变量 xdy 

(2) ( ) ;y dy o x x    是 的高阶无穷小

(3) 0 , ;A dy y 当 时 与 是等价无穷小

dy

y


xA

xo






)(
1 1 0( )x  

;)(,)4( 0有关和但与无关的常数是与 xxfxA 

,)5( 很小时当 x

dy y微分 叫做函数增量 的线性主部(微分的实质) 

,( )y A x y dy    或 线性主部

( )o x其误差为

)()()( 00 xoxAxfxxfy 

( )
=

A x o x

A x

   

 

0x x
dy A x


  
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3.函数可微的条件 

0

0 0

( )

( ) , ( )

f x x

f x x A f x

函数 在点 可微的充要条件是函

数 在点 处可导 且

定理2.4.1 

证明：(必要性) 

则有 

x

xfxxf

x

y

xx 










)( )( 
lim lim 00

00

A
x

xo
A

x








) 

)( 
 (lim

0

故f (x) 在x
0 
处可导, 且有 Axf  )( 0

设 y = f (x) 在x
0 
处可微, 则有:                       

 该定理说明:对于一元函数,可导与可微是等价的 

)()()( 00 xoxAxfxxfy 



8 

0

0 0

( )

( ) , ( )

f x x

f x x A f x

函数 在点 可微的充要条件是函

数 在点 处可导 且

定理2.4.1 

(充分性) 

设f (x) 在x
0 
处可导，即有: 

)( 
)( )( 

lim lim 0
00

00
xf

x

xfxxf

x

y

xx













要证Δy = f (x
0 
+Δx) - f (x

0
) = AΔx + o (Δx) 

)0(      )(  0 时的无穷小是 



xxf

x

y


于是有 xxxfy  )(  0

式中             与△x无关，      )( 0xf  ( )x o x   

0
( ) .f x x即 在 可微处
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( )

1) ( ) ,

, ( ), dy f x x

y f x x

dy df x  

函数 在任意点 的微分 称为函数的

微分 记作 或 即

注 

2) ,y x dx dy 取 有

3) ( ) ( )
dy

dy f x dx f x
dx

   

0 0
( ) ( ) ( )y f x x f x A x o x        

0
0

( )
x x

dy A x f x x


     

x x x  

( ) ( )dy f x x f x dx   

" "

dy dx与 之商等于

该函数的导数,

函

导

数的微分 自变量的微

数也叫

分

微商

0
( )f x dx 
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( )dy df x

dx dx
与前面导数定义部分相比,记号“ 、 ”

的含义内涵更丰富了.

2)反函数的导数： 
1dy

dxdx

dy



( )

( )

dy d t

dx d t






例如 1)利用微商的概念，参数方程                确定 








)(

)(

ty

tx





的函数y = y(x)的导数 

( ) ( )

( ) ( )

t dt t

t dt t

 

 

 
 

 

dy

dx


dy

dt

dx

dt

( )

( )

t

t










3) 复合函数的导数： ( ), ( ) :y f u u x 

dy dy du

dx du dx
 
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4、微分的几何意义 

)(xfy 

0x

M 

N 

T 

dy
y

)( xo 

） 

x

y

o


x

几何意义 (如图) 

.

,

对应的增量

就是切线纵坐标

坐标增量时

是曲线的纵当

dy

y

xx 0

 P  

.

,,

MNMP

Mx

可近似代替曲线段切线段

的附近在点很小时当 

（以直代曲） 

Q 

tan MQ 

0
( )dy f x dx 

y NQ PQ dy
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2.4.2  微分的运算法则及基本公式 

( )dy f x dx  求法：计算函数的导数, 再 

乘以自变量的微分 

1) 基本初等函数的微分公式 

xdxxxdxdxxxd

xdxxdxdxxd

xdxxdxdxxd

dxxxdCd

cotcsc)(csctansec)(sec

csc)(cotsec)(tan

sin)(coscos)(sin

)(0)(

22

1







 

dx
x

xddx
ax

xd

dxeedadxaad

a

xxxx

1
)(ln

ln

1
)(log

)(ln)(




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dx
x

xddx
x

xd

dx
x

xddx
x

xd

22

22

1

1
)cotarc(

1

1
)(arctan

1

1
)(arccos

1

1
)(arcsin













dx
xx

x
darthxd

dx
x

xxdarchxd

dx
x

xxdarshxd

dx
xch

thxdshxdxchxdchxdxshxd

2

2

2

2

2

2

1

1
)

1

1
ln

2

1
()(

1

1
)1(ln()(

1

1
)1(ln()(

1
)()()(
















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2)函数和、差、积、商的微分法则 

2
)()(

)()(

v

udvvdu

v

u
dudvvduuvd

CduCuddvduvud






( ) ( ) [ ( )]y f u u x f x  设 及 都可导，则复合函数

的微分为

3)复合函数的微分法则  

x
dy dxy 

( )
u

dudy f u y du  即：

2
)

1
(

u

du

u
d 

 ( )x dx du 而( ( )) ( )dx xf x  
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★ 一阶微分形式不变性 

(1) , ( ) ;u dy f u du若 是自变量时

(2) ,

( ),

u x

u x

若 是中间变量时 且为另一变量 的可微函数

则

( ) ( ),y f u f u设函数 有导数

( ) ( )dy f u x dx 

( ) ,x dx du  ( )dy f u du 

结论： ,

( )

u

y f u

无论 是自变量还是中间变量 函数

的微分形式总是 ( )dy f u du
通常把这个性质称为一阶微分形式不变性. 

( )
ax

d e


( )
u

d e u
e du ( )

ax
d axe

 
ax

a xe d
 u ax 令

( ( )) ( )f x x dx  
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例1  利用一阶微分形式不变性求下列函数的微分 

解 

bxey
ax

sin)1(


)(sin)(sin)1( bxdeedbxdy
axax  

)(sin axdebx
ax  

)(cos bxdbxe
ax  

dxaxabxbe
ax

)sincos(  

0)cos(sin)2(  yxxy

0))(cos()sin()2(  yxdxyd

)(sinsin xydxdy  0)()sin(  yxdyx

0))(sin(cossin  dydxyxxdxyxdy

xy d
                               

d 
)sin(cos yxxy 

xyx sin)sin( 
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)]()([)3(
22

xxfy  

22 2 2
(3) [ ( ) ( ) ( )] [ ]( )dy f x x d x x   

2 2 22
[ ( ) ( )] ( ) )[ (f x d xx x   2 ( ]( ) )x d x 

xdxxxxf 2)()][()([
222   ])()(2 dxxx  

dxxxxxxxf )]()()()][()([2
222  

一般来说，用微分运算法则求函数的微分比先求导再
求微分更有规律一些，不易出错 
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解 

例2  在下列等式左端的括号中填入适当的函数 

).()()(sin)2(;cos)()1(
2

xdxddttd  

,cos)(sin)1( tdttd 

)(sin
1

cos tdtdt 



1

( sin ) cos .Cd t tdt   


);sin
1

( td 




dx
x

dxxx

xd

xd

2

1

cos2

)(

)(sin
)2(

22

 ,cos4
2

xxx

2 24(sin ) ( cos ) ( ).d x x x x d x 

        微分的反问题,是不定积分要研究的内容, 反问题往
往出现多值性。 
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2.4.3  高阶微分 

上可微，在区间函数 ),()( baxfy 

( ( ) ,)dy f x dx f x x xx d   

  则其微分

与 有关.

,dx将 看成常数若 dy x则 只是 的函数.

,微在区间内的各点仍然可若该函数dy

( ( ))dxd f x
2

))(( dxxf 

( ,) ( )d dy f x x称 为 在点 处我 的二阶微分们 ,
2
yd记为

,)(
22

dxdx 表示用 ，则有 22
)( dxxfyd 

( )
: ( )

n n n
d y f x dx类似可定义

1.概念 

( ) ( ( ) )d xdy d f x d ( )f x dx dx 
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2.计算 
nnn

dxxfyd )(
)(

( ) ,

( )

y f x n n

n

计算函数 的 阶微分只需求函数的 阶导数

再乘以自变量微分的 次幂 省去括号即可.

3.n阶导数与n阶微分之间的关系 

nnn
dxxfyd )(

)(
n

n
n

dx

yd
xf )(

)(为自变量时当x


, nx n

n

当 为自变量时 函数的 等于它的 阶微分

自变量的

阶

与 微分的 次

导数

幂之商.

,函数的一阶微分具有形式不变性 但对于

高阶微分来说一般不再具有

注意

这种性质.
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一些符号的区别： 

2
d x

2
( )d x

2
( )d x 2xd x

2
d x


 


( )d dx

2
( )t d t ( )x t

0 当x是自变量时 
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0
1 xxdyyx  时，有当

0 0 0
( ) ( ) ( ) , 1,f x x f x f x x x      

0 0 0 0
( ) ( ) ( )( ), 1,f x f x f x x x x x    

)(
0

xodyy xx  可微

( ) (0) (0) 1f x f f x x   

1) 计算函数增量的近似值 

2) 计算x0附近点x处的函数值的近似值 

特别：0附近点x处的函数值的近似值 

x 

00  dyyx 时，即

利用微分去做一些近似： 

2.4.4  微分在近似计算中的应用 
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几个工程上常用的近似公式 

1
1 1 1 2

3 4 1

5 1  .

( ) ; ( ) sin ( );

( ) tan ( ); ( ) ;

( ) ln( )

n

x

x x x x x
n

x x x e x

x x

   

  

 

为弧度

为弧度

证明 ,1)()1( n xxf 设 ,)1(
1

)(
1

1


 nx
n

xf

1
0 1 0( ) , ( )f f

n
 

xffxf )0()0()(  1
x

n
 

注意:    “近似”与“等价”的区别和联系 

( ) (0) (0) 1f x f f x x   
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例3 3 998.5计算                 的近似值 

33 5.110005.998 解： 3 )
1000

5.1
1(1000 

3 0015.0110  )0015.0
3

1
1(10 

995.9 1
1 1 1n x x x

n
  

例3 0.03
.e

计算 的近似值 1 1,
x

e x x  

0.03
1 0.03e

  解： 0.97
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1.微分学所要解决的两类问题: 

函数的变化率问题 

函数的增量问题 微分的概念 

导数的概念 

求导数与微分的方法,叫做微分法. 

研究微分法与导数理论及其应用的科学,叫
做微分学. 

2.导数与微分的联系: .可微可导

★ 本讲内容小结 

3.导数与微分的区别:     (1)  (2) 
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导数与微分的区别: 

0 0

0 0

0

1. ( ) ( ),

( )( ) ,

, , .

f x x f x

dy f x x x x

R x x



 



函数 在点 处的导数是一个

而 是

定数

线的 它的

定义域是 实际上 它是 时的

微 性分 数

无穷小

函

))((limlim 00
00

xxxfdy
xxxx




 0 .

0

0 0

0 0 0 0

0

2. , ( ) ( )

( , ( )) ,

( )( ) ( ) ( , ( ))

f x y f x

x f x

dy f x x x y f x x x

x

f

 

  

从几何意义上来

切线的斜率

切

看 是曲线 在

点

线方程在点

处 而微分

是曲线 在点

处的 的纵坐标增量.

★ 


