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• 复变函数与解析函数

• 复变函数的积分

• 复变函数的级数与留数定理

复变函数
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11.1 复数及其运算

11.2 复变函数

11.3    解析函数

第11章 复变函数与解析函数

11.4    初等函数
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11.1、复数及其运算

1、复数的定义

(2)复数的定义

虚数单位)(1

对任何实数x,y,称z  =x +yi复数，x 和y 分别称
为z 的实部和虚部. 记作 x =Re(z),  y =Im(z)

1
2 −=i

;,0 称为纯虚数时当 iyzx == 为实数。时当 xzy == ,0

2、两个复数相等，当且仅当其实部和虚部分
别相等；

4、两个复数不能比较大小。

3、z =0等价于x =0且 y = 0 ；

注：1、由定义知，复数是实数的推广；

一、复数及其表示法
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(1) 复平面 ,xoy系在平面上取定直角坐标

2、复数的几何意义

;

,

坐标轴称为实轴

此表示复数的实部用横坐标轴上的点x

此坐标轴为虚轴。

表示复数的虚部用纵坐标轴上的点 ,y

为复平面。上述表示复数的平面称

,

,

的关系

之间建立了一一对应

与复数平面上的点这样

iyxz

M(x,y)

+=
xo

y

x

y •
yixz

M(x,y)

+=

点
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且来表示也可以用向量复数 ,OMz

iyxzOM +=向量


|| z

xo

y

x

y M
•

iyxz +=

。记作的模的长度称为复数向量 ||, zzOM

:显然 22
|||| yxOMz +==

== || zz注：
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。记作数的辐角

轴正向的夹角称为复与

z

xOM

Arg,



|| z

xo

y

x

y M
•

iyxz +=

,

)0(,

无穷多个

的辐角有复数显然 zz

,)arg( 为辐角的主值称  −= zzarg

:的辐角满足复数z

为整数）kkzz (2argArg)1( +=

的辐角不确定复数 0)2( =z

x

y
Argz =)tan()3(

iz −−= 3例 ，则 2|| =z
6

5
arg


−=z
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3、复数的三种表示法





iyxz +=代数式)1(

)arg|,|()sin(cos)2( zzrirz ==+= 三角式

i
erz =指数式)3(





=

=





sin

cos

ry

rx
运用变换


sincos ie

i +=运用欧拉公式

iz −−= 3例 ，则 2|| =z
6

5
arg


−=z

i

eiz 6

5

2)]
6

5
sin()

6

5
[cos(2


 −

=−+−=
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二、复数的运算

222111 , iyxziyxz +=+=设复数

)()1( 212121 yyixxzz +=

)()2( 2112212121 yxyxiyyxxzz ++−=

))((

))((
)3(

2222

2211

2

1

iyxiyx

iyxiyx

z

z

−+

−+
=

1、复数的代数形式的四则运算

2

2

2

2

21122121 )(

yx

yxyxiyyxx

+

−++
=

2、共轭复数

 称为共轭复数。

两个复数实部相同而虚部相反的定义 :

iyxziyxz −=+= 则共轭复数设 ,
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3、复数的三角、指数形式的运算

2,1,)sin(cos =+= iirz iiii 设

),sin(cos)2(  ninrz
nn +=

)]sin()[cos()1( 21212121  +++= irrzz

)(

2121
21  +

=
i

errzz

innn
erz =

)]sin()[cos()3( 2121

2

1

2

1  −+−= i
r

r

z

z

)(

2

1

2

1 21  −
=

i
e

r

r

z

z
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开方运算：)4(

)]
2arg

sin()
2arg

[cos(z
1

n

kz
i

n

kz
z nn 


+

+
+

==即：

)1,,2,1,0( −= nk 

问题:给定复数z=re i ，求所有的满足ωn=z 的复数ω

n z=记为

,, ze
ni ==   由设  iinn

ree =有

)(2, Zkknr
n +== 

当z≠0时，有n个不同的ω值与 z相对应，每一

个这样的ω值都称为z 的n次方根，

n

k
i

nn erz




2+

== )1,,2,1,0( −= nk 
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,
1

31
1

i

i

i
z

−
−−=若例 zzzz 和求 ),Im(),Re(

解

2

33 −
−=

i
i

2

3
)( = zR

2

1
)Im( −=z

zz

22

3 i
−=

i

i

i
z

−
−−=

1

31

)1()1(

)1(3

ii

ii

ii

i

+−

+
−


−=

22
)

2

1
()

2

3
( +=

2

5
=
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或指数式将下列复数化为三角式例2

1)2( − i31)3( +
i

i

+− 1

2
)4(i)1(

2)1(


i

ei =解

i
e=−1)2(

2
sin

2
cos


i+=

 sincos i+=

3231)3(


i

ei =+ )
3

sin
3

(cos2


i+=

i

i

+− 1

2
)4(

)1)(1(

)1(2

ii

ii

−−+−

−−
= )1( i−=

42


i

e
−

=)]
4

sin()
4

[cos(2


−+−= i
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求下列各复数的值例3

4)2( i

5
)3()1( i−解

4)2( i

5
)3()1( i−

56 )2(


i

e
−

= 6

5

32


i

e
−

=

)3(16 i+−=

)]
4

2
2sin()

4

2
2[cos(14

1 





k

i

k +
+

+
=

)3,2,1,0( =k

)
6

5
sin

6

5
(cos32


i−= )

6
sin

6
cos(32


i−−=
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i开4次方的几何意义

•2w

1w•

•3w

4w•

8
sin

8
cos1


iw +=

8

5
sin

8

5
cos2


iw +=

8

9
sin

8

9
cos3


iw +=

8

13
sin

8

13
cos4


iw +=

四个顶点。的圆的内接正四边形的

为半径以心的四个值是以原点为中 1,4 i

x

y
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三、平面曲线的复数方程

1、曲线方程的定义

的复参数方程。叫做曲线

则为虚部以为实部以

的实参数方程设曲线

C

tiytxtz

tyytxx

tyy

txx

C

)()()(

,)(,)(

,
)(

)(

+=

==





=

=

在复平面上，复变量满足的方程式称为曲
线的复数方程。

定义

Rzz =− 0例 为半径的圆以为圆心表示以点 Rz ,0
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2、常见曲线的复数形方程
:,),()1( 为半径的圆以为圆心以点 Rba

平行于虚轴的直线)2(

平行于实轴的直线)3(

RzzRbiaz =−=+− 0)( 或

:等价形式
222

)()( Rbyax =−+−

az =)Re(

ax =:等价形式

bz =)Im(

by =:等价形式

复参数方程）或 (Re)sin(cos0

 i
iRzz =+=−





+=

+=





sin

cos

Rby

Rax
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11.2.1、复变函数的概念

定义11.2.1 设G是复数z 的某个集合,如果有
一个确定的法则,对于G中每个z =x+iy,都有一
个或几个复数w=u+iv与之对应,则称w为z 的复
变函数,记为 w=f(z)。(其中x,y,u,v都是实数)

⎯⎯⎯ →⎯ GG
f

函数值集合复数集合
映射

1、定义

11.2、复变函数

。定义域为则称若构成区域定义集合的集合 GGz ,,)(

。值域为则称若构成区域

值的集合所确定的所有由


=

G

Gwzfw

,

,)(
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;)(

,

单值函数是

则称值值对应唯一的一个如果每个

zfw

wz

=

。多值函数是

则称值值对应至少两个如果每个

)(

,

zfw

wz

=

,1
3 是单值函数例如 −= zw

是多值函数。zw Arg=

2、复变函数与实变函数
复变函数可以化为二元实函数去研究。

1
3 −= zw复变函数例如 则若令 ,iyxz +=

1)(1
33 −+=−= iyxzw

133
3223 −−−+= iyxyyixx viu+=
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。为自变量的二元实函数

对应了两个以即复变函数 yxzw ,1
3 −=





−=

−−=


32

23

33

13

yyxv

xyxu
1

3 −= zw

3、映射----复变函数的几何意义
如果用z平面上的点表示自变量z的值，而用另

一个平面—w平面上的点表示复函数w的值，那
么函数w=f(z)在几何上就可以看做是把z平面上
的一个点集G(定义集合)变到w平面上的一个点
集G*(函数值集合)的映射。

如果G中的点z被映射w=f(z)映射成G*中的
点w，那么w称为z的象(映象)，而z 称为w的
原象。
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。平面上的点映射成

平面上的点将映射例如

ibaww

ibazzzw

−=

+==

一般地，映射w=f(z)

(1)将z 平面上的点映射成w 平面上的点；

iba −•

平面z 平面w
= zw

o x

y

o u

v

iba +•
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o x

y

o u

v

平面z 平面w
= izw

(2)将z 平面上的曲线映射成w 平面上的曲线

。平面上的曲线映射成

平面上的曲线将映射例如

vuw

xyzizw

=

−== :

),)(( vuivuixyiyxiizw =+=+−=+==
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o x

y

平面z 平面w

=
z

w
1

o u

v

(3)将z 平面上的区域映射成w 平面上的区域

。平面上的区域映射成

平面上的区域将映射例如

1

1
1



=

ww

zz
z

w
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11.2.2、复变函数的极限与连续性

1、复变函数的极限

定义11.2.2

− Azf )(

,)( 0时的极限趋于当为那么称 zzzfA

,)(lim
0

Azf
zz

=
→

记作

。时或记作当 Azfzz →→ )(,0

1)、复变函数的极限的定义

有时使得当数

相应地必有一正对于任意的给定的存在

如果有一确定的数）内有定义（

的某去心邻域在设函数

,<-<0,

,0>,

,<|-|<0

)(=

0

10

0







zz

Azz

zzfw
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2)、复变函数极限存在的充要条件

条件是

的充要那么复常数

设

AzfivuA

iyxzyxivyxuzf

zz
=+=

+=+=

→
)(lim,

,),,(),()(

0

00

000定理11.2.1

00 ),(lim,),(lim

0

0

0

0

vyxvuyxu

yy
xx

yy
xx

==

→
→

→
→

3)、复变函数极限的运算法则

:,)(lim)(lim
00

则有存在和设 zgzf
zzzz →→

)(lim)(lim)]()([lim)1(
000

zgzfzgzf
zzzzzz →→→

=

)](lim[)](lim[)]()([lim)2(
000

zgzfzgzf
zzzzzz →→→

=

)0)(lim(
)(lim

)(lim

)(

)(
lim)3(

0

0

0

0

=
→

→

→

→
zg

zg

zf

zg

zf

zz

zz

zz

zz
其中

定理11.2.2
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试求极限值。若存在下列极限是否存在例 ,?1

z

z

z

)Re(
lim1

0→
、 则设解 ,iyxz +=

22)0,0(),(2200
limlim

)Re(
lim

yx

x

yx

x

z

z

yxzz +
=

+
=

→→→

不存在。所以
z

z

z

)Re(
lim

0→

220
lim

yx

x

kxy
x +

=

=
→ 2

1

1

k+
=22)0,0(),(

lim
yx

x

yx +→

)4(

2
lim2

22 zz

iz

iz +

−

→
、

原式解
)2)(2(

)2(
lim

2 izizz

iz

iz −+

−
=

→ )2(

1
lim

2 izziz +
=

→ 8

1
−=
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2、复变函数的连续性

处连续。在则称

并且邻域内有定义在设

00

0

)(),()(lim

,)(

0

zzfzfzf

zzf

zz
=

→

1)、连续性的定义

定义11.2.3

上的连续函数。是或说内连续区域

在那么称内每一点都连续在区域如果

DzfD

zfDzf

)(,

)(,)(

2)、连续的充分必要条件

处连续。在点

和处连续的充要条件是

在函数

),(),(

),(

),(),()(

00

000

yxyxv

yxuiyxz

yxivyxuzf

+=

+=定理11.2.3
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3)、连续函数的运算

定理11.2.4

(1)连续函数的和、差、积、商(分母不为
零)仍为连续函数。

(2)连续函数的复合函数仍是连续函数。

.0
)(

)(
)(

)( 10

点外处处连续在复平面内除分母为

的；在整个复平面内是连续

由以上讨论

zQ

zP
zR

zazaazP
n

n

=

+++=
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性。试讨论下列函数的连续例2

)Re()(1 zzzf =、

1
)(2

2 +
=

z

z
zf、

3、证明f (z)=argz在原点及负实轴上不连续。

在负实轴上不连续。

在负实轴上

z

zz

xxP

yy

arg

arglimarglim

)0)(0,(,)2(

00



−==



−+ →→


故不连续。

在原点没有定义，

         

arg)()1( zzf =证明

x

y (z)

o

z

z

)0,(xP

在复平面上处处连续

外处处连续除 iz =
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内容小结

、复数及其表示法1

模、辐角）三种形式及互化

复平面（点、向量几何意义定义

(

):

③

②①

、复数的运算2

共轭复数、模

乘、除、乘方、开方指数）形式三角

加、减、乘、除代数形式

③

②

①

)((

)(

程、平面曲线的复数形方3
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、复变函数4

、复变函数的极限5

、复变函数的连续性6

几何意义映射

复变函数与实变函数

复变函数的定义

−−③

②

①

极限运算法则

极限存在的充要条件

极限的定义

③

②

①

连续函数的运算性质

函数连续的充要条件

连续的定义

③

②

①

作业:11-1,11.2


