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11.2 复变函数（续）

11.3    解析函数

11.4    初等函数

11.2.2、复变函数的极限与连续性

11.2.1、复变函数的概念
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11.2.2、复变函数的极限与连续性

1、复变函数的极限

,=)(lim
0

Azf
zz→

。时或记作当 Azfzz →→ )(,0

1)、复变函数的极限的定义

2)、复变函数极限存在的充要条件

条件是

的充要设 Azfyxivyxuzf
zz

=)(lim),,(+),(=)(
0→

00 ),(lim,),(lim

0

0

0

0

vyxvuyxu

yy
xx

yy
xx

==

→
→

→
→

3)、复变函数极限的运算法则
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2、复变函数的连续性

处连续。在则称

并且邻域内有定义在设

00

0

)(),()(lim

,)(

0

zzfzfzf

zzf

zz
=

→

1)、连续性的定义

定义11.2.3

上的连续函数。是或说内连续区域

在那么称内每一点都连续在区域如果

DzfD

zfDzf

)(,

)(,)(

2)、连续的充分必要条件

处连续。在点

和处连续的充要条件是

在函数

),(),(

),(

),(),()(

00

000

yxyxv

yxuiyxz

yxivyxuzf

+=

+=定理11.2.3
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3)、连续函数的运算

定理11.2.4

(1)连续函数的和、差、积、商(分母不为
零)仍为连续函数。

(2)连续函数的复合函数仍是连续函数。

.0
)(

)(
)(

)( 10

点外处处连续在复平面内除分母为

的；在整个复平面内是连续

由以上讨论

zQ

zP
zR

zazaazP
n

n

=

+++=
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性。试讨论下列函数的连续例 2

)Re()(1 zzzf =、

1
)(2

2 +
=

z

z
zf、

3、证明f (z)=argz在原点及负实轴上不连续。

在负实轴上不连续。

在负实轴上

z

zz

xxP

yy

arg

arglimarglim

)0)(0,(,)2(

00



−==



−+ →→


故不连续。

在原点没有定义，

         

arg)()1( zzf =证明

x

y (z)

o

z

z

)0,(xP

在复平面上处处连续

外处处连续除 iz =



6

11.3.1、复变函数的导数与微分

1、导数的定义

定义11.3.1

。如果极限点中的一点

为定义于区域设函数

Dzz

DzDzfw

+

=

0

0

,

,)(

z

zfzzf

z 





)()(
lim 00

0

−+

→

处可导。在那么就说存在 0)(, zzzfw ==

:,)( 0 记作处的导数在这个极限值称为 zzzfw ==

。
z

zfzzf
zz

dz

dw
zf

z 





)()(
lim)( 00

0
00

−+
===

→

11.3、解析函数
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2、导函数的定义

内处处可导。在区域则称函数

内的每一点都可导在区域若函数

Dzfw

Dzfw

)(

,)(

=

=

z

zfzzf

dz

dw
zf

z 





)()(
lim)(

0

−+
==

→

内的导函数。在区域是 Dzfw )(=

3、可导与连续的关系

可导必连续，反之，连续不一定可导。
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例3    讨论函数f (z)=x+2yi=z+iImz是否连续，可导？

!
0,02

0,012
lim

0






→=

→=
=

+

+
=

→
不

时当

时当

yx

xy

yix

yix

z 









yix

yixiyyxx

z

zfzzf

z

z

+

+−+++
=



−+

→

→

)2()(2
lim

)()(
lim

0

0
解

故函数处处不可导

函数f (z)=x+2yi在复平面上处处连续，但处处
不可导
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3、求导公式与法则

(1)  c=(a+ib)=0.      (2) (zn)=nzn-1 (n是正整数).

(3)    设函数f (z),g (z) 均可导，则

[f (z)±g (z)] =f (z)±g(z)，

[f (z)g(z)] = f (z)g(z) + f (z)g(z)

)0)((,
)(

)(')()()('
]'

)(

)(
[

2


−
= zg

zg

zgzfzgzf

zg

zf

(4)复合函数的导数 [f (g(z))] =f (w)g(z)，其中w=g(z)

(5) 反函数的导数 ，其中: w=f (z)

与z=(w)互为单值的反函数，且(w)0。

)('

1
)('

w
zf


=
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.

0
)(

)(
)(

)( 10

处可导

点外）处在复平面上（除分母为

导；在整个复平面上处处可

由以上讨论

zQ

zP
zR

zazaazP
n

n

=

+++=





)('
1

1
)5()(

22
zf

z
zzzf ，求已知

−
−+=例4

解
2

2

)1(

1
)52)(5(2)(

−
+++=

z
zzzzf
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11.3.2、解析函数

1、解析函数的定义

定义11.3.2

。解析在那么称处可导

的邻域内处及在如果函数

0

00

)(,

)(

zzf

zzzf

。解析函数

内的一个是或称内解析在称

那么内每一点解析在区域如果

DzfDzf

Dzf

)(,)(

,)(

。奇点的

是那么称处不解析在如果 )(,)( 00 zfzzzf

点解析与可导不同可导是等价的，但在一

区域内函数在区域内解析与在由定义可知注： ,

(全 纯函数或正则函数)
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2、解析函数的运算

内解析。在点

除去分母零的的和、差、积、商与

数在区域内解析的两个函

D

zg

zf

)

()(

)()1(定理11.3.1

内解析。在

那么复合函数解析。

内平面上的区域在函数解析

内平面上的区域在设函数

D

zgfw

Ghhfw

Dzzgh

)]([

)(,

)()2(

=

=

=
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.0
)(

)(
)(

)( 10

点外）的解析函数是复平面上（除分母为

函数；是整个复平面上的解析

由以上讨论

zQ

zP
zR

zazaazP
n

n

=

+++=





例如

• w=z2 在整个复平面处处可导，故是整个复平面

上的解析函数；

• w=1/z，除去z=0点外，是整个复平面上的解析

函数；

)1(

1
2 +

+
=•

zz

z
w 除z=0,z=i外，处处解析

• w=x+2yi=z+iImz在整个复平面上处处不解析(见例3)。
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3、函数解析的充分必要条件

:

)(,

),(),()(

的充要条件是

可导内一点在内在区域

定义设函数

iyxzDzfD

yxivyxuzf

+=

+=

x

v

y

u

y

v

x

u




−=








=




,

定理11.3.2

黎曼方程在该点满足柯西

并且可微在点与

−−

,),(),(),( yxyxvyxu

上述条件满足时,有

xx ivuzf +=)('
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:

),(),()(

内解析的充要条件是

在区域函数

D

yxivyxuzf +=定理11.3.3

黎曼方程柯西

并且满足内可微在与

−−

,),(),( Dyxvyxu

x

v

y

u

y

v

x

u




−=








=




,

注:定理提供了判别函数解析性的方法及如何

求f (z)的导数值.

使用时: i)判别u(x, y)，v (x, y)可微（偏导数的连续性)

ii) 验证C-R条件.

iii)求导数：
x

v
i

x

u
zf




+




=)('
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并在可导处求出导数。

何处解析导判定下列函数在何时可例 ??4

2233
2)()()1( yxiyxzf +−=

解
2233

2),(,),( yxyxvyxyxu =−=

,4,4

,3,3

22

22

yx
y

v
xy

x

v

y
y

u
x

x

u

=



=





−=



=






,

)
4

3
,

4

3
()0,0(

方程才满足

时和仅在

RC −

,),(),( 可微yxvyxu

。处处不解析处可导和仅在因此 ,)1(
4

3
0)( izzzf +==

0)( 0 =



+




=

=
x

v
i

x

u
zf z

)1(
16

27
)(

)1(
4

3 i
x

v
i

x

u
zf

iz
+=




+




=

+=
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)sin(cos)()2( yiyezf
x +=

解 yeyxvyeyxu
xx

sin),(,cos),( ==

,cos,sin

,sin,cos

ye
y

v
ye

x

v

ye
y

u
ye

x

u

xx

xx

=



=





−=



=






,),(),( 可微yxvyxu

)sin(cos)( yiyezf
x +=因此

。处处解析导在整个复平面上处处可 ,

)(sincos)( zfyieye
x

v
i

x

u
zf

xx =+=



+




=

,方程且处处满足 RC −
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iyxzf
33

32)()3( +=

解
33

3),(,2),( yyxvxyxu ==

2

2

9,0

,0,6

y
y

v

x

v

y

u
x

x

u

=



=





=



=






,032 方程才满足仅在 RCyx −=

。处处不解析处可导,

,),(),( 可微yxvyxu

032)( = yxzf 在
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11.4、初等函数

、指数函数1.4.11

:)2( 复指数函数的性质

且在复平面上处处解析,

)sin(cos yiyeew
xz +==

+ze
z的定义域是全平面

)(2Arg, Zkkyeee
zxz +== 

zz
ee =)(

复指数函数的定义)1(
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且有为周期的周期函数是以 ,2 ie
z 

都有且对任何复数可以取负值 ,, ze
z

)(
2

Zkee
zikz =+ 

0z
e

加法定理 21

2

1

2121 zz

z

z
zzzz

e
e

e
eee

−+
==

.2           

)()2sin2(cos

)2(,
22

整数为

事实上

=

==+=

==+ +

kikT

zfekike

eeeikzf

zz

ikzikz





 

注:    这两个性质是实变指数函数所没有的。
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i

e 3)1(


−

解





i
i

ee
+

−
23 )2()1(

1 计算下列各函数值例

i
e

+2
)2(

)
3

sin()
3

cos(


−+−= i

i
2

3

2

1
−=

)sin(cos
2  ie += 2

e−=
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、对数函数2.4.11

则令 ,,
i

rezivuw =+=

。记作称为对数函数

的函数把满足方程

)Ln(,

)()0(e

zw

zfwzz
w

=

==

iivu
re=+

e

== vru ,ln所以

zizw Argln +=因此

记作的整数倍

并且每两个值相差为多值函数

所以对数函数为多值函数由于

,

2,)(

,Arg

izfw

z

=

复对数函数的定义)1(

zizz ArglnLn +=
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。的主值称为记作为一单值函数

那么取主值如果规定上式中的

zzz

zz

Ln,ln,Ln

,argArg

zizz arglnln +=即：

则 ikzizz 2arglnLn ++=

zizz ArglnLn +=

。就是实变数对数函数

的主值时当特别

 

,lnlnLn,0 , xzzxz ==
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且由反函数的导数得解析

及负实轴的平面内的各个分支在除去原点

,

Ln z4)

21

2

1
2121 LnLnLnLn)Ln( zz

z

z
Lnzzzz −=+=2)

z
z

1
)(Ln =

负数的对数存在。3)

复对数函数的性质)2(

即的整个平面定义域是除去 ,0=z1) + z0

ze

dw

dz
z

dz

dw
w

111
)'(ln ====
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)31Ln()2()1Ln()1(

2

i+−−

计算下列各函数值例

)1(解

)31Ln()2( i+−

)1Ln(− ]2)1[arg(1ln ki +−+−=

)2(0  ki ++=

]2)31[arg(31ln kiii ++−++−=

)()2
3

2
(2ln Zkki ++= 
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、幂函数3.4.11

)]2(arg[lnLn  kzizz
eezw

++
===

复幂函数的定义)1(

幂函数的性质)2(

定义域①

;0 += zzw 的定义域是

),,0( 21
2121 是复常数

=
+

zzzz

且复平面内解析在除去原点和负实轴的 ,③

1
)(

−=  zz
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一般为多值函数
zw =④

解析函数

是复平面上的单值时 n
zNnn ,)()1 =

个单值分支包含nzNn
n

n

1

),(
1

)2 =

)1,,2,1,0(

]
2arg

sin
2arg

[cos||

11

−=

+
+

+
=

nk

n

kz
i

n

kz
zz nn





个单值分支包含nzNmn
n

m
n

m

),,()3 =

。包含无穷多个单值分支是无理数或虚数  z,)4
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2
1)2()1(

3

i
i

计算下列各函数值例

i
i)1(解

)2
2

0( 


kiii

e
++

=

ii
e

Ln= ]2arg[ln kiiiii
e

++
=

)2
2

( 


k

e
+−

=

是一个实数。，，， )210( =k

2
1)2( 1Ln2

e=
)21arg1(ln2 iki

e
++

=

）（ iki
e

2)0(02 ++=
ik

e
22=

)210( ，，，， =k
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、三角函数4.4.11

复三角函数的定义)1(

)2(
2

cos
2

sin

:
sincos

sincos
,0

:

Ry
ee

y
i

ee
y

yiye

yiye
x

iyiyiyiy

iy

iy


+

=
−

=

−=

+=
=

−−

−
从而得到欧拉公式时当

由指数函数的定义

推广到复变数情形

的正弦与余弦函数称为z

ee
z

i

ee
z

zizizizi

−−

+
=

−
=

−−

)3(
2

cos
2

sin定义
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周期函数是及 2cossin)2 =Tzz

)cos
2

22
)2(cos(

22)2()2(

z
ee

eeeeee
z

iziz

iiziizzizi

=
+

=

+
=

+
=+

−

−−+−+ 



zzzz

z

sin)'(coscos)'(sin

,)3

−==

且平面上处处解析的在

)cos)(
2

1
)'(

2

1
)'(sin,( zeeee

i
z

iziziziz =+=−= −−事实上

（2）正弦与余弦函数的性质

+zzz 即面的定义域都是整个复平和 ,cossin1)
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)21sin()2()cos()1(

4

ii +−

计算下列各函数值例

)cos()1( i−解
2

)()( iiii
ee

−−− +
=

2

11 −+
=

ee

2

1−+
=

ee

i

ee
i

iiii

2
)21sin()2(

)21()21( +−+ −
=+

i

ee
ii

2

22 −+− −
=

i

ieie

2

)1sin1(cos)1sin1(cos
22 −−+

=
−

1cos
2

1sin
2

2222 −− −
+

+
=

ee
i

ee
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求出下列方程的全部解例5

0sin)2(01)1( ==+ ze
z

101)1( −==+ zz
ee 得由解

)1Ln(−=z ]2)1arg([1ln kii +−+−=

 kii 20 ++=

),,2,1,0()12( =+= kik 

得由 0sin)2( =z

12 Lnzi =

),,2,1,0( == kkz 即

0
2

sin =
−

=
−

i

ee
z

zizi

0
2

=
−


−

i

ee
zizi

10
2 ==− − zizizi

eee

]2[
2

1
2

1
ik

i
Ln

i
z −==

),,,,k(kzz 210
2

cos +=


的零点为可以求得：
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内容小结

、复变函数的极限1

、复变函数的连续性2

极限运算法则

极限存在的充要条件

极限的定义

③

②

①

连续函数的运算性质

函数连续的充要条件

连续的定义

③

②

①

、导数3

可导与连续的关系

求导公式和法则

导数、导函数定义

③

②

①



34

、解析函数4

判断可导与解析的方法

解析存在的充要条件

解析函数的运算

解析函数的定义

④

③

②

①

、重要结论：5

可导、解析；

在整个复平面上连续、n

nzazaazP +++= 10)(

.

0
)(

)(
)(

可导、解析

点外）连续、在复平面上（除分母为
zQ

zP
zR =

.cos,sin,,,.6 的定义、解析性、 zzzLnze
z 

作业: 11-3,11-4


