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13.4 留数与留数定理

13.4.1、孤立奇点

1、孤立奇点的定义
定义

例如 zezf
1

)( = ----z=0为孤立奇点
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1

1
)(

−
=

z
zf ----z=1为孤立奇点

.)(,0

,)(

00

00
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2、孤立奇点的分类

以下将f (z)在孤立奇点的邻域内展成洛朗级数，根
据展开式的不同情况，将孤立点进行分类。考察：
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定义 设z0是f (z)的一个孤立奇点，若
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.)()( 000 解析在补充定义： zzfczf =
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❑ 若z0为f (z)的可去奇点
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3、孤立奇点的分类的判定
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内是解析函数且在

其中





负幂次项的洛朗级数有无穷多项)(zf

❑ 若z0为f (z)的本性奇点
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4. 零点与极点的关系

(1)定义 不恒等于0的解析函数f (z)如果能表示成

)()()( 0 zzzzf
m−=

Nmzzz  ,)(,0)( 00 点解析在其中： 

则称z=z0为f (z) 的m 级零点。

与三级零点。

的一级分别是与 3
)1()(10 −=== zzzfzz例如：
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(2)判别方法
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的零点。均为与 3
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级零点的是若 mzfz )(0
定理
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(3)零点与极点的关系
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13.4.2、留数与留数定理的应用
1、留数的定义
定义 设z0为f (z)的孤立奇点， f (z)在z0邻域内的

洛朗级数中负幂次项(z- z0)
–1的系数c–1称为f (z)在z0

的留数，记作Res[f (z), z0] 或 Res f (z0)。

即： Res[f (z), z0]= c–1 (1)
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一般方法：求Res[f (z), z0]是采用将f (z) 在 z0邻域内

展开成洛朗级数求系数c–1。

0]),([Re0)( 010 === − zzfsczzi 为可去奇点若

以下就三类奇点进行讨论：
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2、留数的计算规则

特别方法：先判别奇点的类型，利用下面留数规则。
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规则
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事实上，由条件
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在奇点处的留数。求下列各函数例 )(2 zf
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注: 要灵活运用规则及洛朗级数展开来求留

数，不要死套规则。
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3、留数定理
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上解析内及

在除此以外限个弧立奇点

内有有在是一条简单闭曲线设



定理
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围绕内的弧立奇点，将

曲线互不相交的正向简单闭用互不包含
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由复合闭路定理得：

用2i 除上式两边得:
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注:  求沿闭曲线c的积分，归之为求在c中各孤立

奇点的留数。
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。圆周均取正向利用留数计算下列各积分例 ),(3
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1
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利用洛朗级数
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总结

1、会求孤立奇点及类型，并会求函数在孤立奇
点的留数
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=
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k
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]),([Re2)(2 、利用留数定理计算：

习题 13.4


