
10.5    傅立叶级数

10.5.1、三角函数的正交性

10.5.2、将函数展开成傅立叶级数

10.5.3 正弦级数与余弦级数



10.5.1、三角级数 三角函数系的正交性
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周期函数：
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=T A为振幅，ω为角频， 为初相。

其中A0 ,An,  n为常数。

（1）式的物理意义：谐波分析



由三角公式，我们有
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形如(2)式的级数叫做三角级数，其中a0、an、 bn

为常数。

an=Ansin n ，bn=Ancos n ,ωt=x，



2.三角函数系的正交性
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10.5.2、函数展开成傅里叶级数

问题: 1.若能展开,          是什么?ii ba ,

2.展开的条件是什么?

1).傅里叶系数,傅里叶级数
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设f (x)是周期T = 2π的周期函数，且能展开成三角级
数： 
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1.将定义在（−，）上的 以2为周期的函数f(x)

展开成傅立叶级数
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2).狄利克雷(Dirichlet)充分条件(收敛定理)

设 )(xf 是以 2 为周期的周期函数.如果它满足条件:

在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点,并且

至多只有有限个极值点,则 )(xf 的傅里叶级数收敛,

并且

(1) 当x是 )(xf 的连续点时,级数收敛于 )(xf ;

(2) 当x是 )(xf 的间断点时,收敛于
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(3) 当x为端点 =x 时,收敛于
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3):将定义在（−，）上的 以2为周期的函数f(x)

展开成傅立叶级数的步骤:
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(i)先求傅里叶系数

(ii) 写出对应的傅里叶级数
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(iii)根据收敛定理把上式写成等式
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解

例 1 以 2 为周期的矩形脉冲的波形 
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将其展开为傅立叶级数. 
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所求函数的傅氏展开式为

所给函数满足狄利克雷充分条件.
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注意: 对于非周期函数,如果函数 只在
区间 上有定义,并且满足狄氏充
分条件,也可展开成傅氏级数.
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2．将定义在[-π,π]上的函数展成傅里叶级数

(2)将F(x)展开成傅里叶级数 (F(x)的傅立叶系数与
f(x)的傅立叶系数相同)

(3)限制x在(-π,π)内，就得到f (x)的傅里叶级数展开

式，收敛性的讨论仅在[-π,π]上进行，在x=±π处，

级数收敛于



例2 将函数
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(iii)所求函数的傅氏展开式为
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注：利用傅里叶级数求数项级数的和



10.5.3 正弦级数和余弦级数

1、奇函数和偶函数的傅里叶级数

一般说来,一个函数的傅里叶级数既含有正弦
项,又含有余弦项.但是,也有一些函数的傅里叶级
数只含有正弦项或者只含有常数项和余弦项.

(1)当周期为 2 的奇函数 )(xf 展开成傅里叶级数

时,它的傅里叶系数为
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(2)当周期为 2 的偶函数 )(xf 展开成傅里叶级

数时,它的傅里叶系数为

),2,1(0

),2,1,0(cos)(
2

0





==

=


= 


nb

nnxdxxfa

n

n

证明 ,)()1( 是奇函数设 xf

−=



nxdxxfan cos)(

1
0=

),3,2,1,0( =n
奇函数



=


 0
sin)(

2
nxdxxf

),3,2,1( =n

同理可证(2)

定义     如果 )( xf 为奇函数,傅氏级数 nxb
n

n sin
1




=

 

称为正弦级数. 

如果 )(xf 为偶函数, 傅氏级数 nxa
a

n
n cos

2 1

0 +


=

称为余弦级数.

−=



nxdxxfbn sin)(

1

偶函数

定理证毕.



例 3 设 )(xf 是周期为 2 的周期函数 ,它在

),[ − 上的表达式为 xxf =)( ,将 )(xf 展开成

傅氏级数. 
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2、函数展开成正弦级数或余弦级数
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(iii)限制在[0， ]再用收敛定理得到f(x)的傅立叶级 数
展开式。
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(iii)限制在[0， ]再用收敛定理得到f(x)的傅立叶
级数展开式。

:),(],0[.2 展开成余弦级数上的将定义在 xf



例 4 将函数 )0(1)( += xxxf 分别展开成

正弦级数和余弦级数. 
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内容小结

1. 周期为 2的函数的傅里叶级数的收敛定理

条件：f (x)在一个周期上（1）连续或仅有限个第一
类间断点；（2）至多有限个极值点。
结论： f (x)可展开成傅里叶级数，且有
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2.将f(x)展开傅立叶级数有以下三种情况：

(1)   将定义在（−，）上的 以2为周期的函数f(x)

展开成傅立叶级数。

方法：计算f(x)的傅立叶系数后得到f(x)的傅立叶级数，
再用收敛定理得到f(x)的傅立叶级数展开式。
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(2)   将定义在[-， ]上的 函数f(x) 展开成傅立叶级数。

方法：应对f(x)作周期为2的周期延拓得定义在（−，
）上的周期函数F(x), F(x)的傅立叶级数与



f(x)的傅立叶级数相同，限制在[-， ]再用收敛定
理得到f(x)的傅立叶级数展开式。

(3)   将定义在[0， ]上的 函数f(x) 展开成正弦（余
弦）级数。

方法：应对f(x)作奇延拓（或偶延拓），再作周期延
拓得定义在（−，）上的周期函数F(x), F(x)的傅
立叶级数即为正弦级数（或余弦级数），限制在[0，
]再用收敛定理得到f(x)的正弦级数（或余弦级数）
展开式。
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习题 10.5


