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8.1.1 重积分的定义

柱体体积=底面积×高

特点：平顶.

),( yxfz =

D

一、二重积分的概念

1．曲顶柱体的体积

设有一立体，它的底是xOy面
上的闭区域D，它的侧面是以D的
边界为准线而母线平行于z轴的柱
面，它的顶是曲面z=f (x，y)，这
里f (x，y)≥0且在D上连续（如

图）。这种立体叫做曲顶柱体。
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步骤如下：

（2）近似：用小平顶

柱体体积之近似表示小
曲顶柱体的体积，

x

z

y
o

D

),( yxfz =

i

•

),( ii 

（1）分割：先分割曲顶柱
体的底，分成n个小闭区域
1, 2,… n。

.),(lim
1

0
ii

n

i

ifV 


=

→
=曲顶柱体的体积

（3）求和 
=


n

i

iiifV
1

),( 

（4）取极限

iiii fV  ),(
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            设有一平面薄片，占有xoy 面上的闭区域

D，在点 ),( yx 处的面密度为 ),( yx ，假定

),( yx 在D上连续，平面薄片的质量为多少？ 

２．求平面薄片的质量

i

•

),( ii 

.),(lim
1

0
ii

n

i

iM 


=

→
=

x

y

o

（2）近似

n ,,, 21 

iiiim  ),(


=


n

i

iiim
1

),( 

（1）分割

（4）取极限

（3）求和
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定义8. 1. 1 设f(x,y)是有界闭区域上的有界函
数，将区域任意分割成 n 个小区域

1 2
, , ,

n
    

i
i其中 表示第 个小闭区域,也表示它的面积。

如果当各小区域直径的最大值趋于零时，上
述和式的极限存在，则称此极限为函数f(x,y)在
闭区域D上的二重积分，记作

0
1

( , ) lim ( , )
n

i i
iD

f x y d f


   
→

=

=  i

( , ) ,
D

f x y d 即

3．二重积分的定义


=

=

n

i

ii

iiii

f

fni

1

),(

),(),,2,1(),(





并求和

，作积，任取 
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积
分
区
域

积
分
和

积
分
变
量

被
积
表
达
式

面
积
元
素


=

→
=

n

i

iii

D

fdyxf
1

0
),(lim),( 



被
积
函
数

注： 如果用平行于坐标轴的直线网划分区域D，

则除边界上的一些小区域外其余小闭区域都是小矩
形。

dxdyd = ------直角坐标系中的面积元素
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(2) 由定义 ,),(=
D

dxdyyxfV .),(=
D

dyxm 

（3）几何意义:

4．几个问题

f (x,y)在D上可积(1) 可积性 f (x,y)在D上连续

f (x,y)≤0时,二重积分表示曲顶柱体的体积的负值。

f (x，y)在D上变号时，二重积分表示曲顶柱体的
体积的代数和。

f (x,y)≥0时,二重积分表示曲顶柱体的体积。
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下面我们再给出重积分的定义。

定义8. 1. 2 设是Rn中一个可求体积（n=2时为
面积）的有界闭区域，f(X)是在上有定义的有
界函数，将分割为彼此没有公共内点的任意
闭子域

1 2 3
, , , ,

n
   

i i i

i

v  



 用 表示各 中直径的最大值, (或 )表示

的体积(或面积)。

=1 =1

( 1,2, , ), ( )

( 1,2, , ), Σ ( ) Σ ( ) )

i i i

n n

i i i ii i

X i n f X v

i n f X V f X



 

 = 

=

i任取点 作积

并作和 (或
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如果当→0时，上述和式的极限存在，并且
该极限与的分割方式及Xi的取法无关，我们称
该极限值为函数f(X)在上的n(重)积分，记为

( )f X dX


其中f(X)称为被积函数， 称为积分区域，
也称函数f(X)在上可积。

特别地，当n=2时函数 f(X)= f(x,y) (x,y)D，

( ) ( , )
D

f X dX f x y d


= 
即为函数f(x,y) 在D 上的二重积分，d称为

面积元素。
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当n=3时函数 f(X)= f(x,y,z) (x,y,z)，

( ) ( , , )f X dX f x y z dv




= 

即为函数f(x,y,z) 在上的三重积分，dv称
为体积元素。

有了上述定义，空间立体的质量也可以
通过密度函数的三重积分来表示，即

0
1

( , , ) lim ( , , )
n

i i i
i

m x y z dv v




    
→

=

= =  i
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8.1.2 重积分的性质

我们仅给出二重积分的性质，三重积分
的性质完全类似。

假设性质中涉及的函数在相应区域上均可
积，D、D1、D2都是平面上的有界闭区域。

(1) 1
D D

d d  =  = 

(2)   (关于被积函数的线性可加性）若、为常
数，则

[ ( , ) ( , )] ( , ) ( , )
D D D

f x y g x y d f x y d g x y d      + = +  

表示D的面积



13

(3)（关于积分区域的可加性）

1 2 1 2
,D D D D D=若 且 与 无公共内点，则

1 2

( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y d f x y d f x y d  = +  

(4)（积分不等式）如果在D上有f(x,y)  g(x,y) ,则

( , ) ( , )
D D

f x y d g x y d  
特别地，有

( , ) ( , )
D D

f x y d f x y d  
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(5)（估值定理）设M、m分别是f(x,y)在有界闭
区域D上的最大值和最小值，表示D的面积，
则

( , )
D

m f x y d M   

(6)（中值定理）设函数f(x,y)在有界闭区域D

上连续， 表示D的面积，则至少存在一点
(,)，使

( , ) ( , )
D

f x y d f   =
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2 2

1
1

2

,

ln( )

1

x y

x y d

 + 

+

不用计算 判断二重积分例

的符号。

2

1

2

1
−:D先作出积分区域解 x

y

o

1
: 1 ,

2
D x y + 在积分区域 上

2 2
, 1 ,x y+ =除四个顶点外 全部落在圆周 之内

1
1

2
x y + 因而在区域 上有 2 2

ln( ) 0x y+  。

:于是有
2 2

1
1

2

ln( ) 0

x y

x y d

 + 

+  。
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2 3
)2 ( ( )

D D

x y d x y d + + 比较 与例 的大小。

(1)  D1：x轴、y轴及x+y=1所围；

(2)  D2：(x−2)2+(y−1)2  2

解 (1)因为在区域D1上

  ++

1 1

23
)()(

D D

dyxdyx 。

0  x+y  1， (x+y)3  (x+y)2

根据性质4，得

x

y

o 1

1
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  ++

2 2

32
)()(

D D

dyxdyx 。

2
(2) (2,1)

, 2

D因为区域 是以 为

圆心以 为半径的圆域

1      2 x

y

o
从图形易知在D上除

切点外，处处有

x+y > 1    (x+y)2< (x+y)3

所以有

(x－2)2+(y－1)2  2

该圆域与直线x+y=1相切。
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例3 利用二重积分的性质，估计积分的值。

1:,)14(
2222 +++ yxDdyx

D



解

, cos , sin (0 2 ),D x y   = =  在 的边界上

1

22
22]14[),(
=+

++=
yx

yxyxf

因为 fx=2x，fy=8y，所以有驻点(0,0) 。

先求f (x,y)=x2+4y2+1在D上
的最大值、最小值。

2
sin32 +=1sin4cos

22 ++=  )(=

x

y

o

f(0,0)=1。
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显然，在边界上f(x,y)的最小
值为2，最大值5。

。 ++
D

dyx  5)14(
22

于是f (x,y)在D上的最小值为1，
最大值为5，积分区域的面积为。
所以有

x

y

o

2
sin32,( +=yxf )(=
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内容小结

1、理解重积分概念与性质．

同步练习册 习题 8—1

作业
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8.2.1 利用直角坐标计算二重积分
方法：化二重积分为二次单积分(两次定积分) 

1．用几何观点讨论二重积分的计算方法

（1）设f (x，y)≥0，f(x，y)在D上连续。

bxaxyxD  ),()(: 21 
［X－型］

其中函数 、 在区间 上连续.)(1 x )(2 x ],[ ba

)(2 xy =

a b

D

)(1 xy =

D

ba

)(2 xy =

)(1 xy =
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)( 0xA
)(2 xy =

o        a      x0 b       x

y

z
),( yxfz =

)(1 xy =

在区间[a,b]

上任取一点x0，
作平行于yOz面
的平面x = x0。

=
)(

)(
00

02

01

),()(
x

x
dyyxfxA





这平面截曲顶柱体所得截面是一个以区间
[ 1(x0),  2(x0)]为底、曲线z =f (x0,y)为曲边的曲
边梯形，其截面面积为：

先计算截面面积。
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一般地，过区间[a,b]上任
一点x且平行于yOz面的平面
截曲顶柱体所得截面面积为：

。=
)(

)(

2

1

),()(
x

x
dyyxfxA





于是，应用计算平行截面面积为已知的
立方体体积的方法，得曲顶柱体体积为

=
b

a
dxxAV )(

这个体积也就是所求二重积分的值，从而
有等式

)1(]),([),(
)(

)(

2

1
  =

b

a

x

x
D

dxdyyxfdyxf





 =
b

a

x

x
dxdyyxf ]),([

)(

)(

2

1





)(2 xy =

o        a      x b       x

y

z

( )A x

),( yxfz =

)(1 xy =
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b

a

x

x
dyyxfdx

)(

)(

2

1

),(




。即 )1(),(),(
)(

)(

2

1

=  
b

a

x

x
D

dyyxfdxdyxf





这个先对y、后对x的二次积分也常记作
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.),(),(
)(

)(

2

1
  =
D

d

c

y

y
dxyxfdydyxf






(2)如果积分区域为： ,dyc  ).()( 21 yxy  

［Y－型］

)(2 yx =
)(1 yx =

D

c

d

c

d

)(2 yx =

)(1 yx =
D
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X型区域的特点： 穿过区域且平行于y轴的直
线与区域边界相交不多于两个交点.

Y型区域的特点：穿过区域且平行于x轴的直
线与区域边界相交不多于两个交点.

(3)若区域如图，

在分割后的三个区域上分别
使用积分公式

.

321

 ++=
DDDD

则必须分割. y

o x

2
D

3
D

1
D

2、二重积分计算的一般方法

(1) 作图，确定D的类型。 (2) 选定积分顺序。

(3) 定出积分上下限。 (4) 计算定积分。
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例1. 计算 ,D
dyx  其中D 是抛物线

及直线

所围成的闭区域. 

解 首先画出区域D的图形。
O 1                        x

- 2

2

1

y

(1，1)

(4 ,-2)

1D

2D(1) 如先积y后积x，则有


D

xyd  +=

21 DD

xydxyd 

 −
=

x

x
xydydx

1

0 
−

−
+

x

x
xydydx

24

1

dxxydx

x

x

−

−

 







+=

2
4

1

2
1

0 2

1
0  +−=

4

1

23
)45(

2

1
dxxxx

。
8

45
−=
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O 1                        x

(4 ,-2)
- 2

2

1

y

(1，1)

D

(2) 如先积x后积y，则有


−

−
=

y

y
xydxdyI

21

2 2

− −+−=
1

2

532
]44[

2

1
dyyyyy

1

2

63
32

]
643

4
2[

2

1
−−+−=

yy
yy

。
8

45
−=

 dyyy
y 42

1

2
)2(

2
−−= −



29

例 2 求
−

D

y
dxdyex

2
2 ，其中 D 是以 ),1,1(),0,0(  

)1,0( 为顶点的三角形. 


−

dye
y

2

 无法用初等函数表示解

 积分时必须考虑次序


−

D

y
dxdyex

2
2


−=

y
y

dxexdy
0

2
1

0

2

dy
y

e
y

 = −
1

0

3

3

2 2
1

0

2

6

2

dy
y

e
y

 = − ).
2

1(
6

1

e
−=

注 在化二重积分为二次积分时，既要考虑区域D的
形状，又要考虑函数f(x,y)的特性来选择恰当的积分
的次序.
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例3    求两个底圆半径都等于R的
直交圆柱面所围成的立体体积。

解 设这两个圆柱面的方程分
别为

利用立体关于坐标平面的对

称性，只要算出它在第一卦限
部分(如图 (a))的体积V1，然后
再乘以8就行了。

x2+y2=R2及x2+z2=R2

y

o x

D

22
xRy −=

x

yRR

z

o
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所求立体在第一卦限部分可以看
成是一个曲顶柱体，它的底为

},0,0),{(
22

RxxRyyxD −=

,
22

xRz −=它的顶是柱面

于是 。 −=
D

dxRV 22

1

y

o x

D

22
xRy −=

x

yR
R

z

o

dxdyxR
R xR

 
−

−=
0 0

22
22

][

 −=
R

dxxR
0

22
)(

3

3

2
R=


−−=

R
xR

dxyxR
0

0

22
22

][

从而所求立体体积为 。31
3

16
8 RVV ==



32

3、交换积分顺序

①由所给的积分顺序及积分限写出D的不等式
表示并画出积分区域的草图

②由积分区域按新的积分顺序确定积分限。

例4 交换以下积分的积分顺序

=
y

y
dxyxfdyI ),()1(

1

0
1

1

1
0

(1) ( , )
y

y
I dy f x y dx=  解

=
x

x
dyyxfdx

2
),(

1

0

1

y

x

x y=
x y=
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2
1 2 2 2

0 0 1 0
( , ) ( , )

x x x

I dx f x y dy dx f x y dy
− −

= +   









−

,10

,20
:

2

1

x

xxy
D







−

21

20
:2

x

xy
D

(2)

y

1

y ＝2−x

O           1            2       x

2

D1 D2

解









−−−


10

211
:

2

y

yxy
D

 
−

−−
=

1

0

2

11 2
),(

y

y
dxyxfdyI
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x

x
dy

y

y
dx

sin
5

1

0
计算例

解 积分区域如图所示。

应先积x，后积y

=
y

y
dx

y

y
dy

2

sin1

0

 −=
1

0

2
)(

sin
dyyy

y

y

−+−=
1

0

1

0 coscos1cos1 ydyyy 。1sin1−=

 −=
1

0

1

0
sinsin ydyyydy

=
D

d
y

y
I 

sin

1

y

x

y x=

2
y x=
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4 有关二重积分的对称性的应用









=−

−=−

=
 时当

时当

),(),( ,),(2

),(),(       ,0

),(

1

yxfyxfdyxf

yxfyxf

dyxf

D
D



(1).  若D关于y轴对称，即当(x，y)∈D时，
必有(－x，y) ∈D，则

其中D1是D的右半区域

(2)．若D关于x轴对称，则









=−

−=−

=
 ),(),(   ,),(2

),(),(        ,0

),(

1

yxfyxfdyxf

yxfyxf

dyxf

D
D

若

若



D1是D的上半部分区域



36


D

dyxf ),(

3、若D关于直线 y =x对称，

即当(x,y)∈D时，必有(y,x)∈D，则

=
D

dxyf ),(

 +=
D

dxyfyxf )],(),([
2

1
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dxdyyxI
D

 +−= ]963[6 计算例

}),{(
222

RyxyxD +=

解： 利用对称性

D关于x轴，y轴对称，于是有

0= dxdyx
D

0= dxdyy
D

dxdyydxdydxdyxI
DDD

 +−= 963

2
9 R=
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内容小结

同步练习册 习题 8.2.1

作业

1、 会把二重积分化成直角坐标下的二次积分,会
交换积分次序。


