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8.2 二重积分的计算法

8.2.1 利用直角坐标计算二重积分

2

1

( )

( )
( , ) ( , ) (1)

b x

a x
D

f x y d dx f x y dy



 =  

当积分区域是X型区域时
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当积分区域是Y型区域时

其它：分割成若干个X－型或Y－型区域。

2、二重积分计算
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解 画出积分区域D如图所示。

既是X－型，又是Y－型的。
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例 2 求
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注 在化二重积分为二次积分时，既要考虑区域D的
形状，又要考虑函数f(x,y)的特性来选择恰当的积分
的次序.
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例3    求两个底圆半径都等于R的
直交圆柱面所围成的立体体积。

解 设这两个圆柱面的方程分
别为

利用立体关于坐标平面的对

称性，只要算出它在第一卦限
部分(如图 (a))的体积V1，然后
再乘以8就行了。
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所求立体在第一卦限部分可以看
成是一个曲顶柱体，它的底为
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3、交换积分顺序

①由所给的积分顺序及积分限写出D的不等式
表示并画出积分区域的草图

②由积分区域按新的积分顺序确定积分限。

例4 交换以下积分的积分顺序
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解 积分区域如图所示。

应先积x，后积y
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4 有关二重积分的对称性的应用
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(1).  若D关于y轴对称，即当(x，y)∈D时，
必有(－x，y) ∈D，则

其中D1是D的右半区域

(2)．若D关于x轴对称，则









=−

−=−

=
 ),(),(   ,),(2

),(),(        ,0

),(

1

yxfyxfdyxf

yxfyxf

dyxf

D
D

若

若



D1是D的上半部分区域
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D

dyxf ),(

3、若D关于直线 y =x对称，

即当(x,y)∈D时，必有(y,x)∈D，则

=
D

dxyf ),(

 +=
D

dxyfyxf )],(),([
2

1



12

dxdyyxI
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解： 利用对称性
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内容小结

同步练习册 习题 8.2.1

作业

1、 会把二重积分化成直角坐标下的二次积分,会
交换积分次序。
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8.2.2 、利用极坐标计算二重积分

有些二重积分，积分区域D的边界用极坐标

方程来表示比较方便，且被积函数用极坐标变量
ρ (或r)、表达比较简单。这时，我们就可以利
用极坐标计算二重积分。

按二重积分的定义

下面我们来研究这个和的极限在极坐标系中
的形式。
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1、极坐标系下的二重积分的形式

假定从极点O出发且穿过
闭区域D内部的射线与D的边
界曲线相交不多于两点。

我们用下面方法分割

(2)从极点出发的一族
射线：θ=常数，

(1)以极点为中心的一族
同心圆： ρ =常数，
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=记为

素，称为极坐标下的面积元公式中的
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2、如何化为两次单积分

(1) D极点在 外

积分顺序：一般是先积ρ后积 。

定限的方法：依D的特点。

D设积分区域 可用不等式

  ),()( 21

( )来表示 如图
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(2) D极点在 的边界上时

 =






 。
)(

0
)sin,cos( dfd

αβ

)( =

O x

D

  ),(0

D闭区域 用不等式表示

 =
DD

ddfdyxf .)sin,cos(),( 



19
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(3) D极点在 的内部时
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将二重积分 化为极坐标系

下的二次积分 其积分区域 如下

例

图所示。

D闭区域 用不等式表示
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,2 将下列积分化为极坐标形式 并计算例 积分值。
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例 3   求广义积分
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}0,0{  yx 显然有 21 DSD 
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当 →R 时, ,
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例4  求球体 x2+y2+z2=4a2被圆柱x2+y2=2ax(a>0)

所截得的（含在圆柱面内的部分）立体的体积。
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内容小结

1、会把二重积分化成极坐标下的二次积分.

2、 会适当选取坐标系来计算二重积分。

注：极坐标系的选取方法：

)()(),(
222  =+= yxyxf )()(arctan  =

x

y
2：被积函数用极坐标表示比较简单，如

1：如果积分区域D为圆形域，扇型域等

a= 222
=+)1(: ayx或边界曲线含有

axyx 2)2(
22 =+  cos2a=

 sin2a=ayyx 2)3(
22 =+

作业 同步练习册 习题 8.2.2


