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1   理解二重积分的定义与性质.

2   会把二重积分化成直角坐标、极坐标下的二次

积分；会交换积分次序；两种坐标系下的二次积
分会互相转换.

3   会适当选取坐标系来计算二重积分.

二重积分习题课

一、内容与要求

4 有关二重积分的对称性的应用

5、有关二重积分的一些综合题
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一、 利用二重积分的定义与性质。
不等式性质、估值定理、积分中值定理等

典型例题

例1 设f (x，y)连续，D是由y=0，y=x2，x=1所围成
的区域，且有 )1(),(),( +=

D

dxdyyxfxyyxf

求f (x，y)

解： Idxdyyxf
D

= ),(设 Ixyyxf +=),(则

上式两端在D上进行二重积分，得

 +=+=
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dxdyIxydxdydxdyIxyI )(
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二、把二重积分化成直角坐标，极坐标下的二次
积分,交换积分次序,坐标系互相转换

例2 （1）交换积分顺序

 −
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y
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坐标下的二次积分

化为直角将 ∫∫
1

0

4

0
)sin,cos(=).2( 



dfdI

∫∫
2

-1
2
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0
),(=

y

y
dxyxfdyI

解：

∫∫∫∫
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.),(3
-1

-1-

1

0
2

分化为极坐标下的二次积）将（ ∫∫
y

y
dxyxfdy

解：

y
y ＝1−x

O           1       x

1

∫∫ 



 sin+cos

1

0
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0
)sin,cos(= dfd原式

∫∫
1

0
2

)sin,cos(+ 


 dfd
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三、选择适当的坐标系、积分次序计算下列二重积分

3
(1) sin , : , 1, 0

D

x dxdy D x y x y= = = 所围。例3

解 应先积y

=
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 −−
D

dxdyyxR
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 −=
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解
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(3)  计算积分 =
y

x

y

dxedyI
2
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1 +
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y

x

y

dxedy
1
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1
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解  dxe x

y

 不能用初等函数表示

先改变积分次序.

原式 ==
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四、有关特殊形式函数的二重积分的计算

方法：分区域；利用对称性

2
,0:,)cos()1(


+ yxDdxdyyx

D

例4 计算下列二重积分

 +−+=

21

)cos()cos(
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dxdyyxdxdyyxI
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分成两部分将直线解 Dyx
2


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解 利用对称性。
D1

D2

D1关于y轴对称

D2关于x轴对称

作曲线y =－x3，将区域D

分成两部分D1 和D2

y

−1 o 1 x

因为连续函数xsinyf (x2+y2)关于变量x、y分别都
是奇函数， x 关于变量x是奇函数，所以有

其中D是由y=x3，y=1，x=－1， 所围区域，f为

连续函数。

dxdyyxyfxI
D

 ++= )](sin1[)1(5
22计算例
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0)(sin

1

22 =+
D
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五、有关二重积分的综合题。

证明例 )1(6


−− −=

a
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y
xam

a

dxxfxadxxfyd
0
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0
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0
)(e)()(e

证明: 左端积分区域如图,

D xy =

a

交换积分顺序

y
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。，

求处可导，在设

22222
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证明

2
)()(

2
11

0

A
dyyfxfdxI

x
== 

（3）已知 ，f 为连续函数求证：Adxxf =
1

0
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x,y互换
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=
u

dxxfuF
0

)()(或：利用原函数：令
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2
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)()4( abdx
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b
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a
≥∫∫利用二重积分证明：
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a
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（5） 设f (x)是[0，1]上的正值连续函数，且
单调减少，求证

1 1
2 2

0 0

1 1

0 0

( ) ( )
1

( ) ( )

xf x dx f x dx

xf x dx f x dx


 

 
（）

证明 在题设条件下， 1 （）式

   −
1
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2
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0
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2
0)()()()( dxxxfdxxfdxxxfdxxf

 −=
D
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）（20)]()([)()( −=  dxdyyfxfyfxyf
D
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将上式中的x、y对换，有

 −=
D

dydxxfyxfxfyxfI )]()()()([
22

dxdyxfyfxfyxf
D

)]()([)()( −= 

。其中 10,10:  yxD

x

y

o

1

1

0)]()([)()( −=  dxdyyfxfyfxyfI
D

 −−=
D

dxdyxyyfxfyfxf ))](()()[()(
2

1

由于f (x)单调减且正值，知有

0))](()()[()( −− xyyfxfyfxf

所以I  0，即(1)式成立。


