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8.3.3、柱面坐标系下的三重积分的计算法
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直角坐标与柱面坐标的关系:
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如图，柱面坐标系

中的体积元素为
,dzdddv =

3．柱面坐标系中的三重积分的形式

2．柱面坐标系中的体积元素

4．计算方法：定限方法同直角坐标，把边界化成
柱面坐标方程。
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例 1  计算 
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例2．将下列累次积分化为柱面坐标下的累次积分，
并计算
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计算例
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解法二 用截面法

zDyxz  ),(,21:

 +=

zD

dxdyyxdz
22

2

1

2

1

4

43

2 z
=





7

内容小结

1、会选取柱面坐标计算三重积分.

选择柱面坐标计算三重积分依据：

习题8.3.2

(1) Ω的投影区域或平行截面为圆形域时.
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8.3.4、 球面坐标系下的三重积分的计算法

1、球面坐标
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OM z为有向线段 与 轴

正向所夹的角。

,

z x

OP P M xoy

为从正 轴来看自 轴

按逆时针方向转到有向

线段 这里 是点 在 平面上的投影点。

来表示也可用则点设  ,,,R),,(
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, ,r M 这样三个数 叫做点 的球面坐标。
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①球面坐标的变化范围
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r =常数，即以原点为心的球面。

 =常数，即以原点为顶点、z轴为轴的圆锥面。

 =常数，即边z轴的半平面。

②三组坐标面
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M③点 的直角坐标与

球面坐标的关系为
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④球面坐标下的体积元素
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2. 三重积分的球面坐标形式
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计算三重积分，一般是化为先r，再，最后

的三次积分。
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例如，半径为a的球体的体积
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为：积分，其中

化为球面坐标下的三次将例
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下的三次积分，并计算将积分先化为球面坐标例2
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用柱解法二 面坐标系

x y

z

o

12


 z dv 

−−+

−−−
=

22

22

11

11

2
yx

yx
D

dzzdxdy

xy


−+

−−
=

2

2

11

11

2
1

0

2

0







 dzzdd


−+

−−
=

1

0

11

11

3
2

0

2

2

3








d
z

d

 −+−=
1

0

322
)1(216[

3

2



d

 −−+−−=
1

0

2322
)1(])1(13[)

2

1
(

3

4



d

 +−=
0

1

3
]3[

3

2
duuu


 +=

1

0

3
]3[

3

2
duuu


。

5

8
=

繁！



20

zD

解法三 截面法
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内容小结

1、会选取球面坐标计算三重积分.

选择球面坐标计算三重积分依据：

（1）被积函数形如 f(x2+y2+z2),

（2）Ω为球形域，球面与圆锥面所围时.
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习题8.3.3


