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8.4   重积分的应用
8.4.1  微元法（元素法）
如果要求的量U：

dUdyxfU =  ),(

=
D

dyxfU ),(

（ii）在D(Ω)内任取一直径很小的闭区域dσ(dv)，相
应的部分量可近似地表示为

——量U的元素（微元）

（i）U对于有界闭区域D(Ω)具有可加性；

=
D

dvzyxfU ),,(或

dUdvzyxfU = ),,(或
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通过三重积分可求空间区域Ω 的体积，物体的
质量

1. 空间区域Ω 的体积 ,=


dxdydzV

如果 (x，y，z)表示某物体在点(x，y，z)处的体密

度，Ω是该物体所占的空间闭区域， (x，y ， z)在

Ω上连续.
=


 dvzyxM ),,(

2.  物体的质量

例如,通过二重积分可求曲顶柱体的体积、平面薄片
的质量、平面区域的面积

=
D

dyxfV ),( =
D

dyxm  ),( =
D

dA 
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例1 求半径为a的球面与半顶角为 的内接锥
面所围成的立体（如图）的体积。
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解: 在球坐标系下空间立体所占区域为
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8.4.2  曲面的面积

1．平面有界闭区域在另一平面上投影的面积(如图)

即 Acosθ=σ





cos
=A

θ
π2

π1

 =cosA



为两平面的夹角。

2．曲面面积的计算方法
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(1)．设曲面的方程为： ),( yxfz =

,Dxoy 面上的投影区域为在

,Dd 设小区域

,),( dyx 点

.

)),(,,(

的切平面

上过为 yxfyxMS

.dAA

dAAs

zd







则有

，为；截切平面为柱面，截曲面

轴的小于边界为准线，母线平行以

如图，

d
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
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n


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d
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S

O

设它在 D 上的投影为 d ,

dAd  cos=

),(),(1

1
cos

22
yxfyxf yx ++

=

dyxfyxfdA yx ),(+),(+1=
22

(称为面积元素)

则





M

n

d

,1
22

 ++=
D

yx dffA 
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曲面面积公式为： dxdy
y

z

x

z
A

xyD

 


+




+= 22

)()(1

(３)．设曲面的方程为： ),( xzhy =

曲面面积公式为：

(２)．设曲面的方程为： ),( zygx =

曲面面积公式为：

同理可得

dydz
z

x

y

x
A

yzD

 


+




+= 22

)()(1

dzdx
x

y

z

y
A

zxD

 


+




+= 22

)()(1



8

例2  求半径为a的球的表面积。

2 2 2
, 0z a x y z= − − 解 取

2 2 2

z x

x a x y

 −
=

 − −

2 2

2 2 2
1 ( ) ( )

z z a

x y a x y

 
 + + =

  − −

2 2 2

z y

y a x y

 −
=

 − −

x
y

z

o

a

a

y

xo

因为这函数在闭区域D上无界，
我们不能直接应用曲面面积公式。

2 2 2

a
dA dxdy

a x y
 =

− −

222
: ayxDxy +
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dxdy
yxa

a
A

D


−−

=

1

2221




dd
a

a

D


−

=

1

22


−
=

b

a

d
da

0 22

2

0 






取区域D1：x2+y2b2(0<b<a)为积
分区域，求出相应于D1上的球面面
积A1后，再令b→a取A1的极限即可
得到半球的面积。

b

a

y

xo


−

=
b

a

d
a

0 22
2




 )(2

22
baaa −−= 

ab

A
→

 1lim )(2lim
22

baaa
ab

−−=
→

 。22 a=

所以整个球面的面积为A=4a2。
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例 3   求球面 2222
azyx =++ ，含在圆柱体 

axyx + 22

内部的那部分面积. 

 cosa=
y

xo
2

a a

y

a
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z

D
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yxa
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1
(8 2 )

3
z x y= − −解

 dddA
3

14

9

4

9

1
1 =++=

=
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8.4.3     质心

先讨论平面薄片的质心。

设在xoy平面有n个质点分别位于 (x1,y1)、
(x2,y2)、…、(xn,yn)处，质量分别为m1、m2、…、
mn,由力学知道:


==

==
n

i

iix

n

i

iiy myMmxM
11

     ,

My、Mx叫质点系对于坐标轴的静力距。




==
i

iiy

m

mx

M

M
x
_




==
i

iix

m

my

M

M
y
_

_ _

( , )G x y该质点系的质心坐标
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_ _

,

, ( , )

( , )

, ( , )

xoy

D x y

x y D

G x y



设有平面薄片占有

平面上的闭区域 点

处的面密度为 在

上连续 求 。

D

d

xO

y

•y

x

先将物体分割为许多小部分，考虑其中的一
个部分d，它的质量元素为

( , )dm x y d =

这个部分d对于x轴以及对于y轴的静力距
元素为

( , )
x

dM ydm y x y d  = =  dyxxxdmdM y ),(==



14

以这些元素为被积表达式，
在闭区域D上积分，可得

( , ) ,  

( , )

y

D

x

D

M x x y d

M y x y d

 

 

 =

=





_
( , )

( , )

y D

D

x x y d
M

x
M x y d

 

 
= =





_
( , )

( , )

x D

D

y x y d
M

y
M x y d

 

 
= =





D

d

xO

y

•y

x
_ _

( , )G x y所以平面薄片的质心坐标 为
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如果薄片是均匀的，
即当(x,y)为常量时，可
得到如下的质心坐标：

,
1

0

0_





==

D

D

D xd
Ad

dx

x 




形心。−−−−),(
__

yx。=
D

yd
A

y 
1_

D

d

xO

y

•y

x

这时薄片的质心完全由闭区域D的形状决定，
这样求得的质心又称为平面薄片的形心。
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例5   求位于两圆ρ =2sin和ρ = 4sin之间的均匀
薄片的质心(如图)。

D_ _

, ( , )

,

D

y G x y

y

因为闭区域 对称于

轴 所以质心

必位于 轴上

解

于是

。==
D

yd
A

yx 
1

,0

由于闭区域D位于半径为1与半径为2的两

圆之间，所以它的面积等于这两个圆的面积
之差，即A=3。

4

o

2

x

y



17

 =
DD

ddyd  sin
2

=







sin4

sin2

2

0
sin d

。


7sin
3

56

0

4 ==  d

_ 7 7 7
, (0, )

3 3 3
y G




= =因为 所求质心坐标是 。

再利用极坐标计算积分

D

4

o

2

x

y
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例 计算 2)1()2(:,)23(
22 −+−− yxDdyx

D



解：  422
_

=== xxd
D

,221
_

 === yyd
D

所以

.8412  =−=

O x

1

y

反过来，也可利用静力矩、形心概念求形如

 ++
D

dcbyax )(

当然，这需要心、面积易知。

类的积分。

 −=
DD

ydxdI  23
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_ _ _

, ,

( , , ) ( , , )

, ( , , )

x y z x y z

G x y z



 

类似地 设有物体占有空间有界闭区域

在点 处的体密度为 是 上的

连续函数 则该物体的质心坐标 是

M

zdvzyx

z

M

ydvzyx

y
M

xdvzyx

x





=

==









),,(

,

),,(

,

),,(

( , , )M x y z dv


= 其中 。
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先讨论平面薄片的转动惯量。

设在xoy平面有n个质点分别位于 (x1,y1)、
(x2,y2)、…、(xn,yn)处，质量分别为m1、m2、…、
mn,由力学知道:

2 2

1 1

,      
n n

x i i y i i

i i

I y m I x m
= =

= = 
Ix、Iy是该质点系对于坐标轴x轴以及y轴的转
动惯量。

8.4.4  转动惯量
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设有一平面薄片占有
平面闭区域D, 在点(x,y)

处 具 有 连 续 面 密 度
=(x,y)，下面利用元素

法求该平面薄片对两坐
标轴的转动惯量。

D

d

xO

y

•y

x

先将物体分割为许多小部分，考虑其中的一
个部分d，它的质量元素为 ( , )dm x y d =

这个部分d对于x轴以及对于y轴的转动惯
量元素为 2

( , )
x

dI y x y d = 2
( , )

y
dI x x y d =

,),(
2

=
D

x dyxyI  =
D

y dyxxI  ),(
2
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类似地，若ρ(x,y,z)表示某物体在点(x,y,z)处的体密

度，Ω是该物体所占的空间闭区域,ρ(x,y,z)在Ω上

连续，则该物体关于坐标轴的转动惯量分别为：

;))(,,(
22 等 +=



 dvzyzyxI x

 +=


 dvzxzyxI y ))(,,(
22

 +=


 dvzyxxyI z ),,()(
22
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例6   求均匀球体(密度为ρ)对其直径的转动惯量.

x
y

z

o

a
a,

z

设球心在原点,半径为

则球体对直径 轴

解

的转动惯量为

2 2
( )

z
I x y dv



= +

2
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0
( sin cos sin sin ) sin

a

d d d r r r dr
 

       = +  
2

3 4

0 0 0
sin

a

d d r dr
 

   =   
5 22 4 2

5 3 5
a a M =  =

为半圆薄片的质量。 3

3

4
aM =其中
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内容小结

同步练习册 习题 8.4

作业

1、会求空间曲面的面积，空间立体的体积。

2、会求物体的质量，质心，转动惯量。


