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三重积分习题课

基本方法：选择适当的坐标系化三重积分为定积分。

(1).直角坐标系：投影法，截面法。

(2).柱面坐标系 (3).球面坐标系

基本技巧：选择适当的坐标系，对称性的应用。

重积分的应用。

空间曲面的面积，空间立体的体积。

物体的质量，质心，转动惯量.
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一、 直角坐标下的三重积分的计算方法

1、 投影法；先一后二
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Ω往另两个坐标面上投影的情况与此类似。

2、 平行截面法；先二后一
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其中A(z)是Dz的面积
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二、 柱面坐标系下计算三重积分
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三、球面坐标系下计算三重积分。
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有的三重积分可能有多种选择：不同的坐标系、
不同的顺序积分等。总结经验，选取简单的方法。
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例题分析
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二、选择适当的坐标系计算

其中Ω：x2+y2+z2≤ 2Rz ++


dvczbyax )(1 计算例
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解法二 用柱面坐标计算
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解法四：利用质心(形心）概念,球体形心为(0,0,R)
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解法二：截面法
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三、作业中存在问题

8.3.2  利用柱坐标计算三重积分
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法二： 用截面法
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8.3.3  利用球坐标计算三重积分
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四、综合题
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且恒大于零，连续,)().2( tf

,
)(

)(

)(

)(

22

)(

222





+

++

=

tD

t

dyxf

dvzyxf

tF




 ,),,()
2222

tzyxzyxt ++=（其中

 ,),()(
222

tyxyxtD +=





−

+

=
t

t

tD

dxxf

dyxf

tG
)(

)(

)(
2

)(

22 

上的单调性。在讨论 ),0()()1( +tF

).(
2

)(0)2( tGtFt


 时，证明：当



21




=

t

t

dfd

drrrfdd

0

2
2

0

0

22

0

2

0

)(

)(sin












=

t

t

df

drrrf

0

2

0

22

)(

)(
2







+

++

=


)(

22

)(

222

)(

)(

)(

tD

t

dyxf

dvzyxf

tF


证明：

0
])([

]))(()[(
2)(

2

0

2

0

22


−

=




t

t

xdxxf

dxxtxxfttf
tF

上的单调增。在 ),0()( +tF




=

t

t

xdxxf

dxxxf

0

2

0

22

)(

)(
2



22





−

+

=
t

t

tD

dxxf

dyxf

tG
)(

)(

)(
2

)(

22 




=

t

t

drrf

rdrrf

0

2

0

2

)(

)(


=− )(
2

)( tGtF


要证




t

t

rdrrf

drrrf

0

2

0

22

)(

)(
[2 0]

)(

)(

0

2

0

2

−




t

t

drrf

rdrrf

2

0

2

0

2

0

22
])([)()()(  −=

ttt

xdxxfdxxfdxxxft令：

0]))(()[()(
0

222 −= 
t

dxtxxftft

.00)(00)( == ）（）（增，  tt

注：利用单调性证明定积分不等式
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化为二重积分

或把 2
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