
第9章 曲线积分与曲面积分

9.1   曲线积分

9.2   格林公式及其应用

9.3   曲面积分

9.4    高斯公式 通量与散度

9.5    斯托克斯公式 环流量与旋度



9.1     曲线积分

9.1.1  对弧长的曲线积分(第一类曲线积分)

9.1.2  对坐标的曲线积分(第二类曲线积分)

9.1.3  两类曲线积分之间的关系



一、对弧长的曲线积分的概念与性质

1．曲线型物体的质量
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设一曲线型细长构件，在xoy面上占有一段曲线弧L,

端点为A,B,在AB上任一点的线密度为(x,y),求这构
件的质量。

用元素法：

2．对弧长的曲线积分的定义

9.1.1   对弧长的 曲线积分
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L dsyxf ),(

2、定义 设L为xOy面内的一条光滑曲线弧，函数f (x,y)         

在L上有界。 在L上任意插入一点M1,M2Mn把L分成
n个小段,

设第i个小段的长度为si,,又(ξi,ηi)为第i个小段上任
意取定的一点,作乘积f (ξi,ηi) si,,并作和 :

如果当各个小段的长度的最大值
λ→0时，这和的极限总存在,

则称此极限为函数f(x,y)在曲线弧L上对弧长的曲线积
分或第一类曲线积分，记作

 
=

→
=

L

n

i

iii sfdsyxf
0

0
),(lim),( 


即

其中f (x，y)叫做被积函数，L叫做积分弧段。

依上定义，有 = L
dsyxM ),( = L

dsS



3．几点说明
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（3）如L是光滑的或分段光滑的简单闭曲线，常记作：
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（2）定义可推广到空间的曲线Γ上的曲线积分

（1）f (x，y)在L上连续，



4．对弧长的曲线积分的性质
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（1）关于被积函数的线性性质

（2）对于路径的可加性

 +=
21 LLL

fdsfdsfds

（3）无方向性
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其中L=L1+L2



（4）对称性
1) 如L关于y轴对称，L1是L的右半支，则








=−

−=−
=


1

),(),(    ,2

),(),(         ,0     
),(

L

L yxfyxffds

yxfyxf
dsyxf

若

若

当L关于x轴对称时有类似的结论。

2)    如L关于y=x对称，则
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二、对弧长的曲线积分的计算方法

1．定理
设f (x，y)在曲线弧L上有定义且连续，L的参数方

程为 :
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其中 (t),(t) 在[α，β]上具有一阶连续导数，且
2(t) +  2(t) 0，则曲线积分 存在，L dsyxf ),(
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计算方法：化为对参数的定积分，

“一代”：将x=(t),y=(t) ,代入被积函数f (x，y)；

“三定限”：下限小上限大。
“二换”：将ds换成 dttt )()(
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“一代二换三定限”



2．几种变形
(1)如L：y=y(x)，a≤x≤b则
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(2)如L：x=x(y)， c≤y≤d则

dyyxyyxfdsyxf
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(3)如L：ρ=ρ (θ)，则

 





dfdsyxf

L  += )(')()sin,cos(),(
22

(4)如 ),(ty = )(tz =

  t

dttttfdszyxf  ++=



 )(')(')('][),,(

222

),(: tx  =



 +++=
1

0

22
1

0
)2(111 dxxxdyy

 +++=
1

0

22

1

2

1

0

2

3

)41()41(
8

1

3

2
2 xdxy

1

0

2

3

2
)41(

3

2

8

1
2

3

2
x++=

12

1
5

12

13
)155(

12

1
2

3

2
−=−+=
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3．举例

L：y= x2，y= x所围区域的边界。L dsy .1 计算例
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解：
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注：(1) 可用极坐标计算。
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其中Γ为螺旋线x=acost、y=asint、z=kt上相对
于t从0到2π的一段弧
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（1）Γ：x2+y2+z2=a2，x+y+z=0

（2）Γ：x2+y2+z2=a2，x+y+z=a

，其中计算例  ++
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问题：如上例(1)中被积函数是x2（或y2或z2）应如
何做？
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即：如何计算
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A(0,1,1)，B(1,3,－1) ,)23(5 _ +−
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dszyx计算例
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AB 的方程为：则AB
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的参数方程为x=t，y=1+2t， z=1－2t。
(0≤t≤1)
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设一曲线型细长构件，在xoy面上占有一段曲线弧
L,端点为A,B,在AB上任一点的线密度为(x,y),

三.对弧长的曲线积分的应用

（1） 弧长 = L
dss

（2）质量 = L
dsyxM ),(

（3）质心
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（4）转动惯量
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例7. 计算半径为 R ,中心角为 的圆弧 L 对于它的对

称轴的转动惯量 I (设线密度 = 1).  

解: 建立坐标系如图,
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内容小结

1. 定义  
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2. 性质

（1）关于被积函数的线性性质

（2）对于路径的可加性

（3）对称性
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3.计算方法：化为对参数的定积分“一代二换三定限”

习题9—1：


