
9.1.2 对坐标的曲线积分

一、对坐标的曲线积分的概念与性质
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2．对坐标的曲线积分的定义

定义 设L为xOy面内从点A到点B的一条有向光滑曲线
弧，函数P(x,y)、Q(x,y)在L上有界。在L上沿L的方向
任意插入一点列M1(x1,y1),M2(x2,y2),…,Mn-1(xn-1,yn-1)把L

分成n个有向小弧段
ii MM 1−

(i=1,2,…,n；M0=A，Mn=B) 
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点 (ξi,ηi) 为弧 Mi-1Mi 上任意取定的点。如果当各小

弧段长度的最大值λ→0时， 
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的极限总存在，则称此极限为函数P(x，y)在有向曲
线弧L上对坐标x的曲线积分，记作 L dxyxP ),(



则称此极限为函数Q(x，y)在有向曲线弧L上对坐标y

的曲线积分，记作

总存在类似地，如果极限 
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即

其中P(x,y)、Q(x,y)叫做被积函数，L叫做积分弧段。

即

以上两个积分也称为第二类曲线积分。
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第二类曲线积分存在上连续时

在光滑曲线弧当 LyxQyxP

3．几点说明

（1）可积性
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（2）组合型

（3）物理意义

沿曲线L所作的功
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（4）可推广到空间曲线的情形

空间有向曲线弧 . ++
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4．性质
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（2）关于曲线积分路径的可加性
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其中L=L1+L2（方向一致）

（3）方向性  −
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L L
QdyPdxQdyPdx

（1）关于被积函数的线性性质

即对坐标的曲线积分与曲线的方向有关.



二、对坐标的曲线积分的计算方法

1．定理

定理 设P(x，y)、Q(x，y)在有向曲线弧L上有定义且
连续，L的参数方程为
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当参数t单调地由α变到β时，点M(x，y)从L的起点A

沿L运动到终点B。 (t),(t) 在以α及β为端点的闭区
间上具有一阶连续导数，且2(t) +  2(t) 0，则曲
线积分 总存在，且 +
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这里下限α对应于L的起点，上限β对应于L的终点。



计算方法：化为对参数的定积分，“一代二定限”
“一代”：将x=(t),y=(t) 代入被积式。

“二定限”：下限α→起点，上限β→终点，不一定
有α<β

2．几种情形

（1）L由y=y(x)给出时，将x视作参数
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a对应L的起点，b对应L的终点。

（2）L由x=x(y)给出时，将y视作参数。

（3）对于空间曲线
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其中L为抛物线y2=x上从点A(1,-1)

到点B(1,1)的一段弧（如图）
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第二种方法：化为对y的定积分来计算。
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解：第一种方法：化为对x的定积分来计算.
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的直线段轴到点沿从点

的上半圆周

针方向绕行、圆心为原点、按逆时半径为

为其中计算
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例3. 计算 其中L为

(1) 抛物线 ;,:
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例4. 求 其中

从 z 轴正向看为顺时针方向.
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例5 设一个质点在M(x，y)处受到力

F的作用，F的大小与M到原点O的

距离成正比，F的方向恒指向原点。
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利用椭圆的参数方程：
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三、两类曲线积分之间的联系

设有向曲线弧L的起点为A，终点为B。曲线弧L

由参数方程
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给出，起点A 、终点B分别对应参数α、β。

由对坐标的曲线积分计算公式有
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有向曲线弧L的切向量T的方向规定与L的方向
一致。如L的方向对应于参数t增加的方向（即上式
中α<β），则 )}(),({ tt  =T
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(当α<β时取正号， α>β时取负号) 
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一般地，平面曲线L上的两类积分之间有如下联系：
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(当α<β时取正号， α>β时取负号) 

类似地可知，空间曲线Γ上两类曲线积分之间有如下
联系
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cosα、cosβ、cosγ是有向曲线Γ上点(x，y，z)处
的切向量的方向余弦。
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例1 把对坐标的曲线积分 化
成对弧长的曲线积分，L：沿上半圆周x2+y2=2x从点
(0，0)到点(2，0) 
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解：方法1：取x为参变量
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方法2：L：x=1+cosθ，y=sinθ(0≤θ≤π)

起点θ=π，终点θ=0。
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内容小结

1. 定义 
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2. 性质

（1）关于被积函数的线性性质

（2）对于路径的可加性

3.计算方法：化为对参数的定积分“一代二定限”
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4. 两类曲线积分之间的关系：
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