
9.3.2     对坐标的曲面积分

一、对坐标的曲面积分的概念与性质

二、对坐标的曲面积分的计算

三、两类曲面积分之间的联系



一、对坐标的曲面积分的概念与性质

1．有向曲面

（1）曲面的侧
常见的曲面都是双侧的。

Σ：z =f(x，y)，(x，y)∈Dxy 上侧、下侧

Σ：x =g(y，z)，(y，z)∈Dyz 前侧、后侧

Σ：y =h(z，x)，(z，x)∈Dzx 右侧、左侧

Σ： 12
222 =++ zyx

z（上）

y（右）

x（前）

O

曲面侧的取定可通过曲面的法向量的方向的选定而定出

（2）有向曲面

这种取定了法向量亦即选定了侧的曲面叫做有向曲面。

外侧、内侧



（3）有向曲面在坐标平面上的投影

设Σ是有向曲面。在Σ上取一小块曲面⊿S，把
⊿S投影xOy面上得一投影区域，这投影区域的面积
记为(  )xy 。假定⊿S上各处的法向量与z轴的夹角γ

的余弦cosγ有相同的符号（即cosγ都是正的或都是负
的）。我们规定⊿S在xOy面上的投影(⊿S )xy为
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注:(1) ⊿S在xOy面上的投影(⊿S )xy 实际就是⊿S

在xOy面上的投影区域的面积附以一定的正负号。

(2)类似地可以定义⊿S在yOz面及zOx上的投影
(⊿S )yz 及 (⊿S )xz 。



(3)小曲面块⊿S往某坐标平面上投影时，⊿S上各点
的法向量的相应的方向余弦应保号（否则应对⊿S再
分块）。
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Σ1在xoy面上的投影为：Dxy x2+y21的面积

Σ2在xoy面上的投影为：Dxy的面积的负值

例:球面
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上x≥0、y≥0的部分，取球面外侧。
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2 实例: 流向曲面一侧的流量.

(1)  流速场为常向量 v

,有向平面区域 A,求单位

时间流过 A的流体的质量(假定密度为 1). 

A

v


0
n




A
0

cos

nvA

vA





=

= 

流量



(2) 设稳定流动的不可压缩流体(假定密度为 1)

的速度场由

kzyxRjzyxQizyxPzyxv


),,(),,(),,(),,( ++=

给出,Σ是速度场中的一片有向曲面,函数

),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP

都在Σ上连续, 求在单位

时间内流向Σ指定侧的流

体的质量.
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        把曲面Σ分成n 小块
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第i小块曲面的面积), 
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1. 分割
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该点处曲面Σ的单位法向量 
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3. 求和 通过Σ流向指定侧的流量 
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2. 近似
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4.取极限 0→ .的精确值取极限得到流量
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3．对坐标的曲面积分的定义

定义 设Σ为光滑的有向曲面，函数R(x，y，z)在Σ上

有界。把Σ任意分成n块小曲面⊿Si（⊿Si同时又表示

第块小曲面的面积），⊿Si在xOy面上的投影为

(⊿Si)xy， (i ,i ,i) 是⊿Si上任意取定的一点。如果

当各小块曲面的直径的最大值λ→0时，
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则称此极限为函数R(x，y，z)在有向曲面Σ上对坐标

x、y的曲面积分，记作
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总存在，
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即

被积函数
积分曲面

类似可定义
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3  说明：

当 ),,(),,,(),,,( zyxRzyxQzyxP 在有向光滑曲

面Σ上连续时,对坐标的曲面积分存在.

(2 ) 组合形式:

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,( ++


(3)   物理意义:

dxdyzyxRdzdxzyxQdydzzyxP ),,(),,(),,( ++= 




(1)   存在条件:

例如，上述流向Σ指定侧的流量Φ可表示为



4．性质

（2）关于Σ的可加性

如Σ=Σ1+Σ2（方向一致），则   +=
  1 2

（3）方向性  −=
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dxdyzyxRdxdyzyxR

dzdxzyxQdzdxzyxQ

dydzzyxPdydzzyxP
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（1）关于被积函数的线性性质
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二、对坐标的曲面积分的计算方法

1  计算公式

函数z=z(x，y)在Dxy上具有

一阶连续偏导数，被积函
数R(x，y，z)在Σ上连续。

Σ在xOy面上的

投影区域为Dxy，

设积分曲面Σ是由方
程z=z(x，y)所给出的

曲面上侧，
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即

按对坐标的曲面积分的定义，有



,)()(,0cos, xyxyiS  −=取下侧若
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则有给出由如果 ,),( zyxx =
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yzD

dydzzyzyxPdydzzyxP ],),,([),,(


则有给出由如果 ,),( xzyy =

 =

zxD

dzdxzxzyxQdzdxzyxQ ]),,(,[),,(


注意:对坐标的曲面积分,必须注意曲面所取的侧.

前侧→正号， 后侧→负号，

右侧→正号，左侧→负号。



计算方法可概括为：“一代、二定、三投影”

“三投影” 给出Σ在相应坐标平面上的投影区域 。

“二定” 即选取正负号

“一代” 曲面方程代入被积函数；

2．计算举例



例1 计算曲面积分  ++


,
222
dxdyzdzdxydydzx

Σ1：z=c(0≤x≤a，0≤y≤b)的上侧；

Σ2：z=0(0≤x≤a，0≤y≤b)的下侧；

Σ3：x=a(0≤y≤b，0≤z≤c)的前侧；

Σ4：x=0(0≤y≤b，0≤z≤c)的后侧；

Σ5：y=b(0≤x≤a，0≤z≤c)的右侧；

Σ6：y=0(0≤x≤a，0≤z≤c)的左侧；

解：把有向曲面Σ分成以下六部分：

其中Σ是长方体Ω的整个表面的外侧，
Ω={（x，y，z）|0≤x≤a，0≤y≤b，0≤z≤c}。
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除Σ3、Σ4外，其余四片曲面在yOz面上的投影为零，
因此
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类似地可得
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于是所求曲面积分为(a+b+c)abc。



例２ 计算曲面积分 ,
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解：把Σ分为Σ１和Σ2两部分
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Σ2的方程为
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其中Σ是球面x2+y2+z2=1外侧在 x≥0，y≥0的部分
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取下侧

取上侧

Σ１的方程为
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其中Dxy: x2+y2≤1（x≥0，y≥0）
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例3 计算  +++


,)1( dxdyydzdxdydzx

解： 
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其中Σ为平面x+y+z=1，与三坐标 平面所围

立体的表面，取外侧
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三、两类曲面积分之间的联系

1．设有向曲面Σ由方程z =z (x，y)给出，Σ在xOy面
上的投影区域为Dxy，函数z =z (x，y) 在Dxy上具有一
阶连续偏导数，R(x，y，z)在Σ上连续。如果Σ取上
侧，则由对坐标的曲面积分计算公式有
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另一方面，因上述有向曲面Σ的法向量的方向余弦为
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故由对面积的曲面积分计算公式有
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由此可见，有
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如果Σ取下侧，则有
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类似可推得

.cos),,(),,(  =


dSzyxPdydzzyxP （2）

（3） =


dSzyxQdzdxzyxQ cos),,(),,(

合并（1）、（2）、（3）三式，得两类曲面积分
之间的如下关系：
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 dSRQP )coscoscos(

其中cosα、cosβ、cosγ是有向曲面Σ上点（x，y，z）
处的法向量的方向余弦。



——有向曲面元

两类面积分之间的关系可记为
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例4 把对坐标的曲面积分 


++ RdxdyQdzdxPdydz
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化成对面积的曲面积分，其中Σ: 是z = 8－(x2+y2) 

在xOy面上方部分的上侧
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2．利用两类曲面积分之间的联系计算对坐标的
曲面积分

设Σ：z=z(x，y)，取上侧，则
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（投影转换）
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结论：设∑：z=z(x，y)，令
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例5 计算曲面积分  −+
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介于平面z=0和z=2之间的部分的下侧

其中Σ是旋转抛物面
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利用投影转换计算:                 
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这种方法称为“投影转换法”或“向量点积
法”。
本质上是两类曲面积分之间的联系的应用。

例6 前面的例3中我们用“投影转换法”计算
4

计算 
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其中Σ4为平面x+y+z=1取外侧

解：Σ4：z = 1－x－y，取上侧

Dxy：0≤y≤1一x，0≤x≤1
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对坐标的曲面积分计算方法

1、直接计算：“一代二定三投影”化为二重积分计算。

∑：z=z(x，y)时，
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2．利用两类曲面积分之间的关系
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3．投影转换法（法2的改进）

若∑：z=z(x，y)，(x，y)∈Dxy，则
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其中

4．高斯公式
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习题9.3.2


