
9.4     高斯公式、通量与散度

9.4.1、高斯公式

9.4.2、通量与散度



9.4.1、高斯公式

定理9.4.1 设空间闭区域Ω是由分片光滑的闭曲面Σ

所围成，函数P(x，y，z)、Q(x，y，z)、R(x，y，z)

在Ω上具有一阶连续偏导数，则有
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这里Σ是Ω的整个边界曲面的外侧，cosα、cosβ、
cosγ是Σ上点(x，y，z)处的外法向量的方向余弦。
公式（1）或（1′）叫做高斯公式。

1．高斯公式
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xyD为柱面上的一部分．3

这里 1 取下侧, 2 取上侧, 3 取外侧． 
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根据三重积分的计算法
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根据曲面积分的计算法
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------------------高斯公式

和并以上三式得：



（2）如穿过Ω内部且平行于坐标轴的直线与Σ的

交点多于两个时，采用分块的方法… 

（3）若Ω为复连通区域,高斯公式仍成立.

外层取外侧，内层取内侧。Ω的边界曲面的正向：
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由两类曲面积分之间的关系知高斯公式的另一
种形式：

Gauss公式的实质

表达了空间闭区域上的三重积分与其边界
曲面上的曲面积分之间的关系.



2．关于高斯公式的说明

（1）高斯公式成立的条件： Σ光滑或分片光滑的
封闭曲面，P、Q、R在Ω上一阶偏导连续。

（2）Σ不闭合时，采取“补面”的方法：Σ+Σ1 封
闭，所围区域Ω。

 


+




+







dv
z

R

y

Q

x

P
)( 易计算。及





1

dSA

（3）若所围区域Ω内有奇点,则采用挖洞。



例1  计算曲面积分 
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例 2  计算曲面积分 
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,其中Σ为 

锥面 
222

zyx =+ 介于平面  

0=z 及 )0( = hhz  

之间的部分的下侧,  

 cos,cos,cos  

是Σ在 ),,( zyx 处 

的法向量的方向余弦. 

h

注：根据两类曲面积分之间的关系，此题一般以下
列形式出现
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9.4.2、通量与散度

设有向量场 

kzyxRjzyxQizyxPzyxA


),,(),,(),,(),,( ++=  

沿场中某一有向曲面Σ的第二类曲面积分为

1. 通量的定义:
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称为向量场 ),,( zyxA


穿过曲面Σ向着指定侧的通量. 

其中P, Q, R 具有连续一阶偏导数, 



设有向量场 ),,( zyxA


,在场内作包围点 M  

的闭曲面 ,包围的区域为  V ,记体积为  V .若 

当  V 收缩成点M 时, 

极限
V

SdA
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lim 存在, 

则称此极限值为A

在点M 处的散度, 记为 Adiv


.

2. 散度的定义:



散度在直角坐标系下的形式
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积分中值定理,

两边取极限,
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根据高斯公式

高斯公式可写成  =


dvAdivdSA


的边界曲面的外侧是空间闭区域其中 



例 1 已 知 向 量 A=x2i+y2j+z2k ， Σ 为 圆 柱
x2+y2≤a2(0≤z≤h)的全表面，求（1）divA

(2)求A穿过曲面Σ而流向其外侧的通量

解：
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内容小结

1. 高斯公式及其应用

公式:

应用: (1) 计算曲面积分

(非闭曲面时注意添加辅助面的技巧)

2．通量与散度

通量（流量）
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高斯公式可记作  =


dvAdSA div

习题9.4


